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Dans ce volume, on établit et on résoud numériquement les équations
qui régissent les circulations transitoire et résiduelle dans une mer
continentale peu profonde : soit la mer du Nord.

Les équations du modéle hydrodynamique transitoire sont résolues
et les solutions ainsi obtenues reproduisent, de maniére trés satisfai—
sante, la marée semi-diurne lunaire et la tempéte des 18-20 novembre 1973.
Les résultats de ces simulations sont prometteurs : ils permettent d'en—
visager L'emploi de tels modéles pour la prédiction des marées et des
tempétes.

Le modéle hydrodynamique de circulation résiduelle explique les
grandés tendances de la circulation des masses d'eau : il met en évidence
certaines circulations secondaives et révéle en particulier, prés de la
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S

cbte belge, une circulation locale qui est confirmée par de nombreuses

S ——

observations.

Sans la comnatissance des paramétres hydrodynamiques (courants et
élévations de la surface libre) déterminés par ces modéles, il serait
impossible d'étudier la dispersion spatio-temporelle des nutrients et

des polluants dans la mer.
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Chapitre I

Notion de modéles mathématiques

1.~ Introduction

Avant d'entrer dans le détail des modéles mathématiques existant
dans la littérature scientifique,qui font un appel constant aux méthodes
numériques de résolution et aux‘ordinateurs, il nous semble intéressant
de décrire et d'analyser 1'évolution de la notion de modéle.

| Un mod&le peut &tre trds différent suivant le but que l'on se fixe.
On peut avoir un modéle mécanique ou un modéle réduit qui reproduit cer-
tains phénoménes : l'articulation d'un bras ou d'une jambe par exemple.
Un mod&le peut aussi &tre physique, c'est-d-dire reproduire la nature
4 échelle réduite en se basant sur des relations de similitude. Un modéle
peut également &tre mathématique : le phénoméne est décrit par une ou
plusieurs &quations mathématiques qui représentent parfois d'autres
processus selon le choix de la varieble d'état. Une méme équation, sou-
mise aux mémes conditions initiales et aux limites, conduit 3 la méme
solution quelle que soit la signification de la variable (fonction de
courant, température ou potentiel Electrique).

Notre propos est dfétudier les circulations hydrodynamiques transi-
toires (marée et tempéte) et résiduelles, ainsi que leurs interactions

au moyen de modéles mathématiques.

2.- Les circulations hydrodynamiques dues aux marées et aux tempétes

L'étude des mouvements fluides dans 1l'océan s'est développée de

maniére quasi-indépendante suivant 1'intéret particulier des chercheurs.




Les astronomes et les mathématiciens se sont penchés sur le probléme
des mar€es en relation avec le mouvement des astres; les ingénieurs
hydrographes ont &tudié les marées et les tempétes pour calculer la

variation spatio-temporelle de la surface de la mer.
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Le mouvement périodique de la surface des océans a fortement in-
trigué les Anciens. C'est ainsi qu'Hérodote (425 av. J.C.) et Aristote
(324 av. J.C.) mentionnérent les marées du golfe de Suez, Posidonius
(50 av. J.C.) celles des cBtes espagnoles. Dans la guerre des Gaules,
César (51 av. J.C.) signala que ses troupes furent effrayées de voir
les plages de la Manche tantdt 3 sec, tantdt sous eaux.

Strabon et Pline (1ler sidcle aprds J.C.) pressentirent que le
mouvement périodique du niveau de la mer &tait intimement 1ié 3 celui de
la lune et du soleil. Il fallut attendre la fin du XVISme sidcle pour
assister aux premidres explications du phénoméne. Kepler et Galilée
ne purent donner que des explications qualitatives des mouvements
fluides car ils ne connaissaient pas les lois de 1'attraction universelle.

Dans le remarquable livre intitulé Philosophiae Naturalis Prin-
cipia Mathematica paru en 1687 et modifié en 1714, Newton établit mathé-
matiquement la relation existant entre les marées, la lune et le soleil.
En 1738, 1'Académie des Sciences de Paris proposa la cause du flux et
du reflux de la mer pour le sujet du prix de mathématique qu'elle
décerna en 1740, Parmi les quatre oeuvres couronnées, les trois premiéres
&taient basées sur le principe de la pesanteur universelle: elles
avaient pour auteurs Bernoulli, Euler et MacLaurin. Leurs travaux
s'appuyaient non seulement sur la loi de Newton meis aussi sur son
hypothése,d savoir que la mer prend 3 chaque instant la forme ol elle
est en &quilibre sous l'astre qui l'attire. Ils traitSrent donc ce
qu'on appelle aujourd'hui la marée statique; ils n'ont pas tenu compte
des forces d'inertie qui sont loin d'étre négligeables dans la dyna-

mique des marées semi-diurnes et diurnes.



Dans son mémoire Recherches sur quelques points du systéme du
monde, Laplace (1775) montra que le niveau de la mer n'obéit aux forces
qui le sollicitent, qﬁ‘avec un certain coefficient de réduction ou
d'amplification et un certain déphasage en raison des termes d'inertie.

Airy (1842) développa la théorie des oscillations dans des bassins
non-tournants : c'est le probldme classique des seiches et, en particu-
lier, des seiches portuaires. Lorsque 1'élévation de la surface libre
n'est plus infinitésimale, Airy améliora la formule de Merian (1828)
donnant la période des oscillations propres pour un bassiﬂ>de profon-
deur constante pour lequel le rapport longueur~largeur est grand. Les
oscillations libres dans des bassins non-tournants,de formes variant
selon des lois simples,ont fait 1l'objet de nombreuses recherches [e.g.
Rayleigh (1876), Coldsbrough (1931)1.

La rotation de la terre complique fortement 1'€tude des marées

l

dans les océans et dans les mers continentales. Thomson (1879) (Lord
Kelvin) étudia les oscillations libres dans des bassins tournant &
vitesse constante. Dans le cas simple d'un canal infiniment long, il
démontra que la distribution transversale de la surface libre est in-
fluencée par la rotation du bassin. Sa théorie permit d'expliquer la
différence de comportement de la marée le long des cOtes anglaises et
francaises.

Poincaré (1896, 1903 et 1910) reprit la théorie de Laplace,
introduisit la force de Coriolis et &tablit les &quations de base de
1'hydrodynamique classique.

Des modSles mathématiques simples, pour 1'étude des marées,
furent utilisés avec plus ou moins de succés dans des golfes et dans
des mers continentales [e.g. Taylor (1921) et Proudman (1953)1].

Proudman (1936) et Doodson (1936, 1938) ont &tudié mathématiquement
les marées océaniques en supposant la force de friection négligeable
vis—-8-vis des termes de pression, d'inertie et de Coriolis. Comme ils
ne disposaient pas encore d'ordinateurs &lectroniques, il ont all

étudier les marées dans des bassins limités par des paralléles et des
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méridiens. Ils n'ont obtenu de solution analytique que dans le cas
d'océans caractérisés par des profondeurs variant selon des lois simples.,
L'&tude des marées océaniques fut quasi abandonnée jusqu's 1'appa-
rition des ordinateurs €lectroniques, capables de résoudre enfin les
€quations régissant le mouvement fluide dans des bassins de formes

guelcongues.

2.1.2.- Des tempétes

Les élévations de la surface libre des océans, induites par les
vents et par les dépressions barométriques, taient considérées Jusqutau
début du XXéme sidcle comme résultant de phénoménes aléatoires, et
donc ne suivant pas des lois bien déterminées.

Les premiers travaux traitant de la détermination des niveaux
d'eau lors d'une tempéte se basaient sur une approche purement empi-
rique. Corkan (1948) &tudia la propagation des ondes de tempétes le
long des cdtes est de la Grande Bretagne et la dénivellation 3 Dunbar
et 4 Southend. Il exeamina les conditions météorologiques et conclut que
1l'onde de tempéte & Southend est créée enpartie 3 1'intérieur de 1la
mer du Nord et en partie dehors. Corkan montra que l'onde de tempete,
qui a son origine & 1'extérieur de la mer du Nord, descend le long des
cOtes écossaises et anglaises comme une onde progressive qui met 9
heures pour parcourir la distance Dunbar-Southend. Il observa &galement
que l'amplitude de la dénivellation &tait pratiquement la méme 3 South-
end et 4 Dunbar. A partir de ces résultats,il &tablit une relation
donnant 1'€lé€vation de la surface libre en fonction des gradients de
pression atmosphérique et des &lévations statiques aux points considérés.
Sa formule ne donne de résultats satisfaisants que pour certaines condi-
tions de vent. La principale faiblesse d'une approche empirique réside
dans une analyse d'une série trop courte d'observations.

Hellstrom (1941) et 1'Ecole néérlandaise[SchalkWijk(19&7), Weenink
(1951), Weenink et Groen (1958)7 ont développé une ﬁéthode mi-théorique,
mi-empirique. Leur approche consiste en une méthode théorique pour la

résolution du probléme statique et en une partie empirique pour le calcul
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des effets dynamiques. Ils supposent la linéarité des équations afin

de pouvoir résoudre les &quations aux dérivées partielles et appliquer
le principe de la superposition des solutions. Cette méthode donne de
bons résultats pour une mer de petites dimensions comme le mer du Nord.
La principale difficulté, avec cette méthode, réside dans le choix des
paramétres de friction et de retard. Comme l'observation montre que les
termes non-linéaires sont loin d'&tre négligeables le long des cOtes,
1'hypothdse de la linéarité des équations du modéle n'est donc plus
vérifiée.

La résolution des dquations de 1'hydrodynamique est difficile en
raison du terme de Coriolig et des termes non-linéaires. Lauwerier
(1960) calcula analytiquement 1'€lévation de la surface libre le long
de la cOte néerlandaise, en supposant la mer du Nord rectangulaire, la
profondeur constante, le champ de vent unifbrme,et en négligeant les
termes non-linéaires. Dans un estuaire peu profond et de faible largeur,
Rossiter (1961) a démontré que les interactions entre la marée et la
tempéte sont importantes : 1'8lévation due & la tempéte est plus élevée
a4 marée montante qu'ad marée descendante. La présence du terme de Coriolis
et des termes non-linéaires empéche toute résolution analytique des

gquations de 1'hydrodynamique dans le cas de bassins de formes quelconques.

ot e . it et e e, o s et 1t v s S5 e e e, o S i e s = i o o o e et it e e S35 s e

L'apparition des grands ordinateurs numériques a révolutionné la
méecanique des fluides : en 1950, les équations de Navier-Stokes ne
pouvaient se résoudre qu'en faisant de trés nombreuses simpiific&tions.
Les progrds constants en &lectronique ont permis d'aborder des pro-

blémes hydrodynamiques de plus en plus complexes.

2.2.1.~ Des marées

Defant (1932) fut le premier & rendncer sux solutions analytiques
et 3 remplacer les équations aux dérivées partielles par des &quations
aux différences finies. La méthode de Defant, reprise ensuite par Hansen

(1952) et Holsters (1959), suppose la linarité des équations de
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mouvement; les termes non-linaires d'advection sont négligds et le
terme de friction linéarisé. Dans ces conditions, une transformée de
Laplace raméne les trois &quations aux dérivées partielles de mouvement

& une seule &quation €galement aux dérivées partielles,qui ne fait
intervenir que 1'élévation de la surface libre. Dans les régions peu
profondes, les courbes marégraphiques observées indiquent des harmoniques
et des interactions non négligesbles entre les mardes partielles les plus
importantes. La méthode de Defant qui suppose la linéarité des équations
de mouvement ne peut donner que des résultats approchés le long des

cOtes caractérisées par une faible profondeur.

Les équations hydrodynamiques pour les ondes longues possédent des
caractéristiques réelles, Plusieurs auteurs le.g. Lamoen (1949), Thijse
(1964), Daubert et Graffe (1967), Townson (1974) 1 ont résblu le probléme
de la propagation de la marée avec la méthode des caractéristiques.
Cette méthode conduit & de bons résultats, mais elle est quasi-inappli-
cable, en raison de sa lourdeur dans le cas bi-dimensionnel, lorsque
la géométrie du bassin est trds irrégulisre.

Hansen (1956), Fischer (1959), Brettschneider (1967) et Ronday
(1972) ont étudié les marées dans la mer du Nord en utilisant des
méthodes d'intégration "pas 3 pas". Malheureusement, ces auteurs ont,
soilt supposé les termes d'advection négligeables, s0it estimé de manidre

erronnée ces termes dans leur algorithme de résolution.

2.2.2.~ Des temp@tes

Les méthodes empiriques et semi~empiriques exposées au paragraphe
précédent n'avaient pour but que la détermination du dénivellement
provoqué par le vent.

Lorsqu'on désire &tudier le transport des sédiments, des polluants,
des matiéres chimiques et du phytoplancton, on doit connaitre les
courants et la hauteur instantanée de 1la colonne d'eau. Proudman (1954)
a formulé math&matiquement le probllme et a donc "construit" un moddle
mathématique. Welander (1961) et Groen et Groves (1966) ont 1égérement

modifié les équations du moddle de Proudmen.
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A 1'aide d'ordinateurs, Hansen (1956, 1966), Fischer (1959),
Lauverier et van Dantzig (1961), Heaps (1969) et Banks (1974) ont
gtudié les tempdtes de 1953 et de 1962 dans la mer du Nord; Svansson
(1959), dans la mer Baltique et Platzman (1958, 1963), dans les lacs
Erié et Michigan.

Les pays riverains du golfe du Mexique et ceux de 1%archipel
japonais doivent subir, chaque &té les conséquences meurtriéres des
typhons (les typhons différent des temp&tes par la grande vitesse de
déplacement de la dépression atmosphérique). Jelesnianski (1965) pour
1a cdte américaine, Ueno (196L4) pour 1'archipel japonais ont &tudié
intensivement les typhons au moyen de moddles mathématiques et ont
montré que les moddles empiriques conduisaient trés souvent & des
résultats par défaut car ils ne tenaient pas compte des effets dyna-
migques trés importants lors d'un typhon.

Les travaux de Heaps (1969) et Ueno (1964) ont mis en évidence
1'importance des termes non linfaires au voisinage des cotes dans les
régions peu profondes. Heaps (1969) suggérait que le couplage entre la
marée et la temp&te était une des causes des erreurs introduites dans
son moddle. Banks (1974) développa un moddle de marée-tempéte pour le
sud de la mer du Nord ol il réalisa le couplage marée-tempéte par
1'intermédiaire du terme de friction. On montre dans la suite de ce
travail que les termes non~linégires d'advection provoquent également

un couplage important.

3.- Les circulations & long terme ou circulations résiduelles

Les marées et les tempetes, malgré 1'intensité& des courants in-
duits, ne réalisent des transports d'eau qu'd des distances relative-
ment faibles (de 1l'ordre de quelques centaines de kilométres). Les
océans et les mers continentales sont aussi le siége de mouvements
quasi-permanents pouvant entrainer les particules fluides sur de trés
grandes distances : ce sont des courants marins. En certains endroits

de 1'ocdan, ils peuvent atteindre des vitesses de 1 4 2 m/s ; mais,
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en général, ils sont caractérisds par des vitesses beaucoup plus faibles

1 o 2

(ée 107" 3 10~ m/s), et sont appelés courants résiduels.

3.1.- L'8ude de_la_circulation résidueclle et océanique avant_1'apparition

e e e o I et o o e o s e e e 2 s e s e e ol s A e o o e o e e e o o, . . e s . s e e Pt e . e o o . o

des ordinateurs

Les grands courants ocfaniques &taient déja connus au XVISme sidcle.
Selon Kohl (1868), le Gulf Stream était bien connu en 1515 car les
bateaux espagnols suivaient le courant équatorial pour se rendre aux
Amériques, mais ils empruntaient une autre route pour le retour. Ils
passaient 3 travers le détroit de Floride et suivaient le Guif Stream
Jusqu'd la latitude correspondant au cap Hatteras et ensuite rejoignaient
1'Espagne. De cette fagon,ils avaient des vents favorables et Evitaient
ainsi les courants contraires durant leurs voyages .

I1 fallut attendre Franklin (1786) pour avoir la preriére explica-
tion scientifique de ces courants. Franklin, en se basant sur le travail
de Bernoulli (1738), Hydrodynamia, croyait que le Gulf Stream &tait
créé par l'accumulation d'eau sur la cdte est des Amériques entre les
tropiques par les vents alizés. Les mesures de température de l'eau de
surface ont permis & Strickland (1802) de découvrir une extension du
Gulf Stream vers la Scandinavie et vers 1'Angleterre. (Remarquons ce-
pendant que les mesures de température n'étaient pas faites pour déter-
miner le champ de pression et,par suite, les courants géostrophiques
qui ne furent découverts que plus tard.) Arago (1836) attira 1'attention
en montrant que la différence de niveau, dans la région de la mer de
Sargasses, &tait trop faible pour créer des courants aussi intenses.
Arago avancait 1'idée que les courants résultaient de 1*&chauffement
différent des masses d'eau aux pdles et i 1'équateur. On peut donc dire
qu'Arago est le pére de la théorie de la circulation thermohaline,

I1 est bon de souligner que 1'influence de la rotation de la
terre sur les courants ocfaniques n'dtait que fort mal connue par les
océanographes,bien que les équations hydrodynamiques pour un fluide de
masse spécifique constante &taient d8j3 écrites en 1775 par Laplace.

(Remarquons que le physicien Thomson, en 1879;a démontré que la force
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fictive de Coriolis est équilibrée par le gradient horizontal de pression
dans le cas des ondes longues de marée). Les ocfanographes peu d peu
réalisent que la force de Coriolis est équilibrée, en premiére approxi-
mation, par les gradients horizontaux de pression associés & des masses
d'esux de densités différentes. A partir de cette &poque, 1'ocanographie
a un support théorique : on utilise des formes trés simplifiées des
équations de la mécanique des fluides pour relier le champ de vitesse

au champ de pression.

Les études expérimentales se sont poursuivies tout au long du
XX8me sidcle. L'océanographie théorique,quant & elle, a progressé surtout
depuis les travaux d'Ekmen (1905) qui développa la théorie des courants en-
gendrés par le vent. I1 fut le premier 3 montrer que les courants de
vent étaient déviés vers la droite par la force fictive de Coriolis dans
1'hémisphire nord. Fkmen étudia ce phénoméne pour un océan horizontale-
ment infini.

Pillsbury,en 1891,nota l'intensification préférentielle des
courants le long de la cdte est des continents dans 1'hémisphére nord.
Sverdrup (1947) et Stommel (1948) démontrdrent que cette intensification
&tait due 3 la variation de la force de Coriolis avec la latitude.

Munk (1950) calcula la circulation résiduelle dans 1'océan Atlantique,
en le supposant rectangulaire et en intégrant les équations hydrodyna-
miques depuis la surface jusqu'd une profondeur oll les courants et les
gradients horizontaux de pression sont nuls. En utilisant la distribu-
tion zonale des vents annuels, il parvint 3 mettre en évidence les
grands "tourbillons" ocaniques : le Gulf Stream, le courant équatorial,
le contrecourant équatorial, etc. Pour le Gulf Stream, la théorie de
Munk donne une largeur du courant principal 3 & L fois trop impor-
tante. Les travaux de Sverdrup, Stommel et Munk accordaient un role
exagéré A la force de Coriolis et 4 la force de friction latérale., Char-
ney (1955) développe une théorie inertiale ol la friction n'a gue peu
d'importence; les termes non-linéaires d'advection, par contre, devien-—
nent trds prépondérants dans la région est des océans. Charney (1955)

o montré 3 l'aide de son moddle inertial qu'il était Egalement possible
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de reproduire qualitativement cette intensification. Pour dtudier la
circulation océanique, il faut donc tenir compte des termes non-linéaires et
du terme de Coriolis,.

Les hydrographes, depuis de nombreuses annfes, se sont penchés sur
le probléme de la circulation résiduelle dans les mers continentales.
Comme le sujet de notre travail est 1'tude de la circulation résiduelle
en mer du Nord, il convient de décrire bridvement les différentes
méthodes utilisées pour la détermination des circulations résiduelles
en mer du Nord. Bohnecke (1922) et Laevastu (1961) déduisent ces cou-
rants de la distribution de salinité obtenue par des séries de mesures
faites entre 1902 et 190L. Tait (1930, 1931 et 1937) &tudia les circula-
tions & long terme dans la partie nord et la partie centrale de la mer
du Nord & 1'aide de bouteilles dérivantes. Dans la partie sud et en
particulier au voisinage du Pas de Calais, de nombreuses mesures couranto-
métriques [e.g. Carruthers (1935), Van Veen (1938), Cartwright (1961),
Otto (1970)] ont mis en &vidence un courant résiduel dirigé vers le
nord-est.,

Dans la littérature scientifique, nous n'avons trouvé aucune formu-
lation théorique du probléme de la circulation résiduelle dans des mers

continentales comme la mer gu Nozrd.

3.2.~ Les modéles hydrodynamiques pour 1'étude de la circulation 3 long

Les travaux théoriques de Stommel (1948), Sverdrup (1947) et de
Munk (1950) ont permis d'expliquer qualitativement 1la piupart des grands
courants de surface dans 1'Atlantique sauf le courant circum-Antarctique.
Gill montra, en 1968, que ces moddles pourraient reproduire &galement ce
courant, si on prenait en considération la configuration des cdtes.

Lorsqu'on désire reproduire la géométrie horizontale du bassin,
il n'est plus possible de résoudre analytiquement méme les formes
linarisées des équations hydrodynamiques; on doit donc utiliser des
méthodes numériques, soit les &léments finis,soit les différences finies.

Les modéles hydrodynamiques bidimensionnels, pour lesquels les quations



de Navier-Stokes sont intégrées sur la profondeur, donnent des résultats

satisfaisants quand on tient compte des termes non-linéaires. Bryan (1963)

et Veronis (1966) sont parvenus & expliquer plusieurs phénoménes océaniques

mals certains détails importants, comme le contre-courant sous le Gulf
Stream, n'ont pu dtre mis en évidence. Les mod&les bidimensionnels, ol

les &quations de mouvement sont intégrées sur la verticale, ne donnent
aucune information sur la distribution verticale des courants : on a

soit le courant moyen sur la verticale, soit le transport total d'eau
dans la couche fluide considérée. Stommel, Sverdrup et Munk ont intégré
les &quations de la surface jusqu'd une profondeur oil les courants et
gradients horizontaux de pression sont nuls. L'épaisseur de cette couche
étant d'environ 200 métres, ils n'ont donc &tudié et mis en évidence
que les courants de surface. Si ces auteurs avalent intégré les équations
hydrodynamiques du fond a la surface, ils auraient obtenu un courant
moyen sur la profondeur beaucoup plus faible. Lorsgqu'on veut déterminer
la distribution verticale des courants dans un océan profond caractérisé
par une distribution non homogéne de la masse spécifique de l'eau, il
faut utiliser un moddle tri-dimensionnel [e.g. Bryan et Cox (1967),
Leenderste, Alexander et Liu (1973)]. Ces auteurs sont parvenus 3 mettre
en évidence des up-wellings, des contre-courants et des profils verti-
caux de courant.

Dans les mers cdtiéres peu profondes et dans les lacs, les observa-
tions oc@anographiques montrent que toute la colonne d'eau est influencée
directement par le vent soufflant sur la surface libre et que la direction
du courant du fond est voisine de celle du courant en surface. Lorsque
les marées sont intenses, le mélange turbulent est suffisant pour homo-
généiser toute la colonne d'eau si la profondeur n'est pas trop grande
(e.g. Manche, mer d'Irlande et mer du Nord). Cn observe cependant des
thermoclines dans les régions de profondeurs moyennes (80 & 200 m)
durant les mois d'été. Les modéles bidimensionnels barotropes (c'est-a-
dire caractérisés par une distribution uniforme de la masse spécifique)

peuvent donc s'appliquer dans la plupart des cas.
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Rao et Murty (1970) et Murty (1970) ont &tudié la circulation
résiduelle due aux vents dans les Grands Lacs américano-canadiens
durant les mois d'hiver, c'est-d-dire lorsque la stratification verticale
est inexistante. Ils ont montré que le mouvement des masses d'eau est
fortement influencé par la géométrie horizontale et par la bathymétrie
du bassin. Rao et Murty sont parvenus & reproduire les principales
caractéristiques observées de la circulation durant les mois d'hiver.
Krauss (1974) appliqua avec moins de succés ce mbme type de modéle pour
la circulation résiduelle en mer Baltique car 1'hypothése d'homogénéité
du fluide &tait loin d'8tre vérifide.

Lorsqu'il s'agit d'étudier la circulation 3 long terme dans une
mer continentale, c'est-a-dire une mer en communication avec l'océan, il
se pose le probléme des flux d'eau 3 travers les différentes frontidres
ouvertes, Weenink (1958) posa le probldme lindaire d'un point de vue
théorique et traita le probléme de la circulation due 3 un vent station-—
naire dans une mer continentale,en supposant la profondeur constante et
en assimilant la gfométrie du bassin 3 wn rectangle. En 1972, nous avons
développé le premier moddle hydrodynamique (du type Rao et Murty) pour
1'étude de la circulation résiduelle dans la mer du Nord. Les flux aux
diverses frontiéres ouvertes dtaient d2duits de mesures expérimentales.
Ce modéle explique les grandes tendances de la circulation résiduelle
observée [e.g. BShnecke (1922), Tait (1930, 1931, 1937), Ramster (1965)7.
Nous avons montré 1'importance de la force de friction et de la topogra-
phie du fond dans la distribution des courants. Certains phénoménes plus
locaux, comme les tourbillons ou gyres observés dans certaines régions de
la mer du Nord,n'ont pu €tre mis en &vidence avec un tel moddle.

Tous les modéles hydrodynamiques classiques reposent sur 1'hypo-
thése suivant laquelle les circulations transitoires, dont le temps
caractéristique peut varier de la minute 3 plusieurs jours, induisent
un mélange turbulent. Les auteurs de tels modSles admettent qu'il
existe un couplage entre les deux types de circulation par 1'intermé-
diaire du terme non linéaire d'advection. Afin de simplifier la résolu-

tion des Equations du moddle, ils remplacent ce terme par un terme de



viscosité puremeént dissipatif. Dans leur conception, les circulations
transitoires de marée et de tempéte ne peuvent induire aucune composante
3 long terme. Du point de vue de la circulation résiduelle, les marées
n'ont d'autre réle que de dissiper et de redistribuer la quantité de
mouvement.

Dans ce travail,nous montrons tout d'abord que les circulations
transitoires de marée et de tempéte induisent un courant permanent du
méme ordre de grandeur que celui engendré par le vent moyen. Nous &tablis-
sons un moddle msthématique hydrodynamique pour 1l'étude de ls circula-
tion non stationnaire dans une mer continentale peu profonde. Ce modéle
permet de calculer explicitement le terme de couplage. Nous développons
ensuite un modéle décrivant la circulation & long terme : il contient
non seulement les termes classiques de Coriolis, de pression et de
friction, mais &galement ceux qui font intervenir les variations de
profondeur et les interactions entre les phénoménes stationnaires et

transitoires.







Chapitre II

Les modéles hydrodynamiques

applicables & des milieux homogénes

1.~ Introduction

Le but final de ce travail est d'établir un modéle hydrodynamique
pour 1'étude de la circulation & long terme en mer du Nord. Cette mer,
peu profonde, est soumise 3 de fortes marées qui sont capables d'un
mélange turbulent suffisant pour homogénéiser une grande partie ou toute
la colonne d'eau. Les mesures im situ montrent que la distribution hori-
zontale de la salinité est quasi-uniforme; certaines inhomogénéités
existent cependant dans la région du Skagerrak qui relie la mer du Nord,
caractérisée par une salinité de 34,5 %, 8 la mer Baltique de salinité
plus faible 33 % . La stratification verticale de la colonne d'eau est
faible (en été) ou inexistante (en hiver) sauf dans 1la région du canal
norvégien et du Skagerrak. A ces endroits, un modéle basé& sur 1'hypothése
de 1'homogénéité de la colonne fluide donne des résultats moins précis.
On pourrait tenir compte de la stratification verticale en utilisant des
moddles & plusieurs couches, chacune d'elles &tant caractérisée par une
salinité constante. Comme la détermination des conditions aux limites
pour des frontidres ouvertes pose déji des problémes pour un modéle 3
une couche, la recherche de conditions supplémentaires pour un modéle
multicouche est quasi-impossible. Heaps (1972, 1974) développa différents
moddles hydrodynamiques pour 1l'étude des temp&tes dans la mer d'Irlande.

Son moddle tridimensionnel donna de moins bons résultats que son modéle
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bidimensionnel & une couche en raison des erreurs importantes introduites
lors de 1'&tablissement des conditions aux limites le long des fron-
tiéres ouvertes. Les incertitudes et erreurs résultant des conditions
aux limites avec un mod&le multi-couche annihilent les avantages pro-
curés par de tels modéles.

L'homogénéité de la colonne d'eau est 1l'hypothdse fondamenteale
des mod€les qu'on se propose d'établir. L'équation d'état du fluide

sera donc
(2.1) p = constante.,

Les &quations régissant le mouvement fluide ne sont que des applications
des lois de conservation. La loi de la conservation de la masse s'écrit

de la maniére suivante :

9 _
(2.2) et Ve (p¥) = 0

ol V= V(v,,v,,v;) représente la vitesse du fluide.
En introduisant la relation (2.1) exprimant 1'homogénéité dans

1'équation (2.2), nous obtenons
(2.3) V.V =0,

La loi de conservation de la quantité de mouvement dans le champ de
pesanteur et dans un référentiel 1ié 3 la terre, se met la forme
[e.g. Nihoul (1975)]

(2.k) ‘ﬁ% (pV) + 2 p QAV + V.(pVV) =-Vr + o F +L1V2v

ol 2 0 AV représente 1'accélération de Coriolis, 7 1la pression, F
la résultante des forces extérieures par unité de masse (force astro-~
nomique et force de pesanteur) et ¥ la viscosité moléculaire.

Dans la mer, le champ de vitesse est toujours extrémement complexe.
Différents types de mouvements existent, caractérisés par des &chelles
de temps et de longueur différentes, depuis des courants quasi-station-
naires jusqu'id des tourbillons rapides; ils agissent les uns sur les

autres et forment un modéle insoluble sauf dans les cas trds simples.
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Les mouvements erratiques rapides tendent 3 s'annuler mais ils
contribuent 3 une dispersion de la quantité de mouvement qui est beau-
coup plus efficiente que la diffusion moléculaire.

Soit T un temps caractéristique pour 1'étude des courants (T
peut &tre de l'ordre de quelques minutes pour les courants de marée et
de 1l'ordre de la semaine pour les courants résiduels). Les processus
qui ont un temps caractéristique 6 » T &voluent peu durant 1'inter-
valle de temps T . Parmi les processus rapides,nous pouvons distinguer :

i) les processus purement aléatoires correspondant 4 la dégrada-
tion de l'énergie depuis les ondes de fréquence supérieure & <!
jusqu'd la turbulence. Ils contiennent peu d'énergie, tendent 4 s'annu-
ler sur une période T et peuvent &tre considérés comme ayant une
moyenne nulle sur T . Les termes contenant les produits moyens des
fluctuations de vitesse et d'élévation sont généralement remplacés par
des termes de dissipation.

ii) les processus correspondant & des structures cohérentes haute-
ment énergétiques. Lors de 1'étude de la circulation résiduelle corres-
pondant 4 un temps caractéristique de l'ordre du mois, Nihoul et Ronday
(1975) ont montré que les structures cohérentes,intimement liges aux
ondes de marée,interagissent avec le courant moyen. Les termes quadra-
tiques des équations de mouvement ne produisent pas seulement une dissi-
pation mais aussi un mouvement permanent.

Ces termes quadratiques, de moyennes non nulles, ne peuvent donc

plus &tre estimés en fonction de termes visqueux purement dissipatifs.

La distinction entre les processus rapides — processus aléatoires
et processus correspondant & des structures cohérentes — se fera au
niveasu du traitement des termes contenant le produit moyen des fluctua-
tions de vitesse et d'élévation.

Si g représente une variable d'état quelconque (vi,p,e) .

on peut &crire :
(2.5) g=q+4q

ol § est la valeur moyenne de g et § la déviation de q par
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rapport & g . g et § sont définis par

1 t+T t+T
(2.6) q = -Jf q dt et ]f g a ~o .
T ‘
t t
Comme 42% se rapporte & des processus rapides qui s'annulent
sur la période T , on a :
t+T aA
(2.7) Jr Logt ~0.
ot
%
On a également
t+T t+T " ——
o 1 2q a1 aq o+ 1) ~g(r) &g
(2.8) ) 7w , ot a ~ T Bt

parce que le temps T est petit,comparé au temps caractéristique de
1'évolution de ¢ , alors la différence finie peut &tre approchée par

une dérivée.

Si g et q' sont deux variables d'état, on obtient
. 1 t+T
(2.9) T/ eww-gEeET
car oot .ot
. ~ g —= R ~
(2.10) 7 j[ ~a JC g'dt ~0 .,

Cette méthode de moyenne avec les hypothdses (2.7) et (2.8) est appelée
la méthode de Krilov-Bogolioulov-Mitropolski [e.g. Nihoul (1973)1.
Séparons le champ de vitesse en une partie moyenne U et une

partie fluctuante de moyenne nulle W :

V=U-+w,

L'application de la méthode de moyenne de K.B.M. aux Bquations (2,3)
et (2.4) donne

(2.11) V.u=0
et
(2.12) %%-+ 2QAau + v.(uu) = —<§ VT + F + D

ou T est la pression moyenne et F 1a résultante des forces extérieures



..']9..

moyennes, D représente le terme de dispersion de la quantité de mouve-

ment soit

(2.13) D =L vou - V.(ww) .

©

Te terme V. (WW) représente la moyenne du produit des fluctuations de
vitesse soit W . La théorie de la turbulence [e.g. Batchelor (1967)]indique
que ce terme a un effet dispersant beaucoup plus intense que la viscosité
moléculaire lorsque les fluctuations de vitesse correspondent & un pro-
cessus purement aléatoire. Nous montrons, dans la suite du travail, que
le terme V. (WW) peut également fournir de 1l'énergie au courant moyen
lorsque les fluctuations de vitesse W résultent de phénomeénes non
aléatoires comme les marées,

Lorsqu'on int&gre les équations de mouvement sur un intervalle
de temps de 1l'ordre de la minute, on peut supposer que toutes les flue-
tuations de vitesse résultent de processus aléatoires. Dans ce cas, 1l
semble logique d'exprimer D sous la forme d'un terme de diffusion
moléculaire. Nous avons donc : '

(2.14) D= vy vu .

Le coefficient v, devant vzu prend souvent le nom de viscosité turbu-
lente ou de Reynolds (dans des mod8les trds &volués, on pourrait associer
différents coefficients aux différentes directions spatiales). Kolmogorov
(1941) montre que le coefficient de viscosité dépend du temps T de
séparation défini précédemment et que 1'énergie est distribue selon

les différentes longueurs caractéristiques. Il obtient la relation
sulvante :

(2.15) B(g) ~ 2% 3%°

od & est la longueur caractéristique du mouvement et € le taux de
transfert d'énergie dépendant Egalement de & . Dans les mers et dans
les océans, les vents, les marées et la houle fournissent de 1'énergie
su milieu. Ozmidov (1965) a déduit expérimentalement la distribution

d'énergic donnée & la figure 1.
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Distribution de la densité d'énergie entre les mouvements océaniques de différentes
échelles d'aprds Ozmidov (1965) . ab désigne la zone d'application de la loi en
3 de Kolmogorov.

3
Si on choisit un intervalle de temps T pour intégrer les
équations de mouvement, on €limine tous les mouvements dont la longueur

caractéristique est inférieure 3

3 . 3/2

(2.16) g ~e?r

En accord avec la théorie de Kolmogorov, la viscosité turbulente peut

8tre estimée de la manidre suivante :

1/3 4/3
~ ¢ 2 / 2

(2.17) v, ~ e T° ,

Divers auteurs [e.g. Ozmidov (1965)] ont tenté d'estimer le taux de
transfert d'énergie e . Le tableau ci-aprés donne une estimation de
€ .

Pour 1'étude des marées,nous choisissons un temps de séparation
d'environ 5 minutes pour &liminer tous les mouvements caractérisés par

6 <2 min . En se basant sur ls théorie de Kolmogorov, et en utilisant
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Tableau 1
Lonigueur caractéristique | Taux de transfert d'énergie
£ (m) e (m2/83)
Région 1 1076
Région 2 10-8
Région 3 10-10

les estimations de € données au tableau ci-dessus, nous avons
(2.18) v, ~ 107 w5 .

Cette viscosité assocife aux fluctuations de la vitesse est donc beau-

coup plus grande que la viscosité moléculaire

(2.19) v =§—~ 1076 /s .

m

2.- Modéles hydrodynamigues intégrés sur la profondeur

Le modSle mathématique défini par les dquations (2.11) et (2.12)
est un modéle & U4 dimensions (3 dimensions spatiales et une temporelle).
I1 existe dans la littérature scientifique quelques modéles quadri-di-
mensionnels [Leenderste, Alexander et Liu (1973), Caponi (197L4), Simons
(1974), Heaps (1972, 1974)]. D'un point de vue théorique, ils sont in-
téressants car ils donnent des informations concernant les profils verti-
caux de courant et de densité : les upwellings et les zones de conver-
gence peuvent 8tre découverts et leurs intensités calcules. D'un point
de vue plus pratique, ils ne peuvent pas &tre opérationnels parce que
les variations spatio-temporelles des paramdtres de viscosité et les
conditions aux limites le long des frontiéres ouvertes sont mal connues.

Pour la prédiction des marées et des tempétes, pour la gestion de
1'environnement marin, il convient de développer des moddles hydro—
dynamiques qui permettent d'obtenir des résultats précis le plus rapide—

ment possible.




Les marées, les tempétes et les courants i long terme sont des
mouvements pour lesquels le déplacement des particules fluides est pra-~
tiquement horizontal. Il semble donc logique d’'intégrer les équations
de mouvement (2.11) et (2.12) du fond 3 la surface. Le moddle hydro-
dynamique ainsi obtenu est appelé moddle hydrodynamique intégré sur la

profondeur.

L'équation (2.12) fait apparaitre la résultante des forces exté-—
rieures (force de gravité et force astronomique de marée). La théorie
des marées [e.g. Lamb (1935), Platzman (1970)] montre que le rapport

entre les forces astronomiques de marée et la force de gravité est trés

petit. On a
Force de marée lunaire _ -7
Force de gravité = 0,56 x 10
(2.20)
Torce de marée solaire = 0,26 x 10—7

Force de gravité

La seule contribution importante i la composante verticale de la force

de volume F est donc la force de gravité. La composante verticale de

1'équation (2.12) s'éerit

dus 1 om 2
(2.21) Fraiy 2(Q1u2 = Quuy) + V.(u Ug) = - E‘s;g =g+ v,V u,

, et 0, sont les deux composantes horizontales du vecteur rotation

de la terre Q , et g est la composante verticale de la force de pesanteur.
Pour les phénoménes étudiés (marées, tempétes et courants rési-

duels), la vitesse verticale est beaucoup plus petite que la vitesse ho-

rizontale; en effet, 1'équation de continuitd (2.11) permet d'estimer

uz; de la maniére suivante :
(2.22) Ug ~ Uy

o h est la profondeur moyenne et & 1la longueur caractéristique de

variation horizontale de u, . Pour la mer du Nord, on peut estimer les



_23_

ordres de grandeur de u, , h , £, 5 g5 P 5 Vg

Tableau 2
U1 ~ 1 m/s
h ~60m

2~ 4 x 107 m

2~ 0,7 x 1074 1
g ~ 10 m%/s

103 kg/m3

vy~ 10"1 m2/s

h~]
1

En utilisant la relation (2.22), on trouve aisément

Y

ug ~ 107" m/s .

Une analyse d'ordre de grandeur permet de simplifier fortement 1'équation

(2.21). Hous obtenons ainsi :

am _ _
(2.23) 3}(3 = p g .

La relation (2.23) signifie donc qu'il y a équilibre hydrostatique
dans la direction verticale,

L'intégration de (2.23) sur la verticale donne :
(2.24) T=-pgxz+ F(x,%,) .

La fonction d'intégration f est détermin€e par la condition & la sur-
face libre ¢ . A cet endroit, la pression w est équilibrée par la

pression atmosphérigque p, ; ceci se traduit mathématiquement par
(2,25) P, = -0 gt + flxg,x,) .

L'élimination de f entre (2.24) et (2.25) donne

(2.26) T=7p, +pg (C- %xs5) .

Les composantes horizontales de la force de Coriolis 2 O A U se simpli-
fient si on tient compte de la petitesse de la composante verticale de

la vitesse. On a donc :
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suivant 1'axe 1

(2.27) (2 2au), =~ fu,
suivant 1l'axe 2
(2.277) (2 QA u), = fu,

oi f représente le double de la composante verticale du vecteur

rotation de la terre,soit
(2.28) £f =22 sin ¢

¢ désignant la latitude.
En tenant compte de (2.1L4), (2.26) et (2.27), les composantes
horizontales de 1'équation de conservation de 1'impulsion (2.12) se

transforment comme suit

duy - 9 Pa 2
(2.29) ot V-(uuy) - fu, = E? (p t g L)+ g+ v, Vu,
U, 9 __ (Pa 2

|
|

(2.30) ot Vo(u uy) + fu, = tgr)+E, v, ¥u,

€, et &, sont les deux composantes de la force de marée astronomique
par unité de masse.

L'approximation faite en &crivant (2.24), (2.29) et (2.30) est
€quivalente d assumer un dquilibre statique dans la direction verticale
et 4 négliger toutes les composantes du vecteur rotation de la terre
sauf la verticale : c'est ce qu'on appelle 1'approximation quasi-

statique.

T o e o e e e e e e e e e e e e e e e e e e e o o et e o e . s i Rt e o s o e e L

Lorsque les ingénieurs sont confrontéds 3 des problémes de génie
maritime (construction de digues et de chenaux de navigation), ils
sont surtout intéressés par 1'élévation maximale ou minimale de la sur-
face libre. Dans les problmes d'environnement, la-question importante
est la concentration en polluants de la colonne d'eau. Pour ces raisons
purement pratiques et pour simplifier la résolution des équations de

mouvements, il convient d'intégrer les &quations (2.11), (2.29) et (2.30)



sur la profondeur., On utilise, dans ce travail, soit 1le formalisme du
transport d'eau intégré sur la profondeur, soit le formalisme de la
vitesse moyenne sur la profondeur. On définit ces deux grandeurs de la

manidre suivante :

(2.31) U=u, e, +U, e =HT
avec ¢
(2.32) U, ?;/’ w, dx, = H7u, (i =1,2)

ol H=h+ ¢ est la profondeur instantanée , ¢ la surface libre et

~

b la profondeur & l'équilibre.

Si “ désigne la déviation par rapport i la moyenne verticale, on

a -

ui=”Ei+ 4,
et ¢ (i =1,2)
(2.33) J( 4, dx, = 0 .

“~h
L'intégration de 1'équation (2.11) sur la profondeur donne en ap-
pliquant la condition cinématique & la surface libre :

; AUy 8U
ez A MR

(2.34) 3t | 8xq | 9%,

ou encore

0H 1 Hu
S ul oH uo

(2.35) =0 .
ot 3x1 8x2

Comme les variations temporelles de la topographie du fond sont négligeables
sur des intervalles de temps de quelques semaines, nous avons :

M3

(2.36) 3t ot

L'intégration des équations (2.29) et (2.30) sur la profondeur fait ap-

paraitre des termes supplémentaires en raison des termes non linéaires.

En effet,
¢
11 Uj Uy de

- h

se décompose en deux termes de la maniére suivante :
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¢ [y
(2.37) fhui u; dx, = H u; uj+fh 8,8, ax, .

Le premier terme du membre de droite représente le produit des moyennes
sur la profondeur et le deuxidme, le produit moyen des déviations par |
rapport & la moyenne., Nous montrons, dans la suite de ce chapitre, que
le deuxiéme terme a pour effet de disperser la quantité de mouvement
U ou u .

Les équations (2.29) et (2.30), apras 1l'intégration sur la profon-

t

deur, donnent dans

a) le formalisme du transport intégré sur la profondeur soit U

2
U 3 U9 8 (U4 Uy
%t *ox, () tox, T ) U
5 b, ] f§ 8%uy 2 1)
= — ———— ——— T - 4+ ——
(2.38) HIE -y, G rendd s "t(a o T 2 W
-h Xy 2
2 3 ff du, du,
- oo | o, 8, dx, +v,—"| -v, —F
. . 1 3 t t
j=1 axJ h J 9X xget 90X, xganh
W, B (Ug Upy | 3 (fg) e
ot ox, ' H ox, 'H 1

Y 52 32
— 3 u u
=H[E;2-5;—(%a+gc)]+/ v, (—5= + zz)dxs

(2.39) 2 J_h ax21 ax,
¢
2 ~ o« du 3
- I 2 U, U, dx, +v, —2 - 22
j=1 °X. ] 3 Bxs Bxs
R Xz=§ Xz ==h
b) le formalisme de la vitesse moyenne sur la profondeur soit U
5&1 . 351 L= 551 -
ot Max, T2y, T T,
¢ 2 2
- r 3 E..é. =1 3 U.»] 3 u1
(2.10) Th T o ren) v E [ 5 ) axg
- h 0x 4 39X,
¢
2 =19 - 1 duq du 4
j§1 i dx f Ug Uy xg + H fvy ox b o9x,




...2"{’..

du, . éﬁg . EE& R
ot bt 0x, U2 9%, e
s 2 2
~ 3 P 1 3%u,  5%u,
= - — (=2 4+ gy) + H v (/== + —=) &
(2.41) &2 " %%, o A 5 > 3
2 , ~h BX1 sz
2 - - du ou
J=1 J “_h 3 )(3:{ 3 X3=-h

Les équations (2.38) & (2.41) font intervenir des grandeurs religes
aux profils verticaux des courants et des termes d'interactions aux fron-
tidres surface et fond. Elles ne peuvent se résoudre sans faire inter-

venir les relstions de fermeture.

3.- Etude critique des différents termes des égquations du modéle

hydrodynamique intégré sur la profondeur

Le terme d'advection [V. (H'—1 UU) ou TW.VU suivant le forma-
lisme choisil est une des causes de la non-lindarité des équations de
mouvement. I1 crée non seulement des harmoniques du signal fondamental,
mals provoque aussi un couplage eﬁtre des phénoménes comme les marées
et les tempétes. Ce terme est géndralement négligé pour simplifier la
résolution numérique des équations (2.38) & (2.41).

Brettschneider (1967) estime l'ordre de grandeur de 1'advection

avec un modéle numérique linéaire. Il obtient les résultats du tableau 3.

Jableau 3
flhull
(n/s) 0,21 0,211,011,0
Dimension de
la maille 104 | 10° | 104 | 10°

{(m)

Terme d'advection
Terme de Coriolis 0,251 0,02 1,12 | 0,11

(f = 1,21 x 10=4 s-71)




-28_

Nous constatons donc que 1'advection devient de moins en moins
négligeable quand la dimension du pas de 1la grille numérique diminue,
c'est-d-dire quand on tient miecux compte de la topographie du fond.

Pour des vitesses du mdtre par seconde et pour des mailles caractérisées
par un pas spatial de 10& métres, ie terme d'advection est aussi

important gue le terme de Coriolis.

En mer du Nord, il n'est pas rare d'observer des courants de
l'ordre du métre par seconde, et, comme nous le démontrons dans le
chapitre traitant des méthodes numériques de résolution des équations
du modéle, le pas spatial doit 8tre choisi suffisamment petit pour que
le déphasage entre la solution numérique et la solution analytique soit
réduit & un niveau acceptable. Le terme non linfaire d'advection ne
peut donc &tre négligé si on a la prétention de développer un modéle
mathématique fiable. Remarquons gqu'il est curieux de voir Brettschneider
revendiquer des erreurs de l'ordre du % dans ces prédictions, alors

qu'il néglige le terme d'advection.

3.2.~ Le terme de Coriolis

Une simple analyse des ordres de grandeur des différents termes
des &quations (2.38) 3 (2.41) montre que le terme de Coriolis est aussi
important que les termes d'inertie et de pression.

Le facteur de Coriolis f n'est pas constant., La relation (2.28)

donne lg loi de variation de P
(2.28) f=21]Q] sin $ .

5i les dimensions sont faibles, nous pouvons considérer le facteur de
Coriolis f comme constant. Pour un bassin comme la mer du Nord, la
variation de f est la sulivante :

sin 60 ° ~ sin 50 °
sin 55 ©

§f = ~ 0,12 .

Afin de réduire les erreurs, il convient donc de tenir compte de la

variation de f avec la latitude.
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Soit &4 et 62 les deux composantes horizontales de la force
génératrice. des marées astronomiques. Si on se rappelle la définition
de la force de marbe : "la force de marée relative § l'astre 1 est la

force d'attraction due d l'astre

placé en B, quand elle est

B
//jjj7dl mesurée en A moins la force
f//// d'attraction due au méme astre
“g/' mais mesurée au centre de la
terre" [Platzman (1970)1,
on peut aisément montrer que
le rapport entre la force de
marée et la force de gravité
est donné par :
M o r3
ﬁ=j§"~2'@;('§)

ol M est la masse de l'astre considéré et M@ la masse de la terre.

Pour la marée
- lunaire : R ~ 0,56 x 1077

- solaire : A ~ 0,26 % 1077,

La relation ci-dessus permet de négliger la variation verticale de la

force génératrice des marées astronomiques
Le, composante horizontale de E est donc la vraie force génératrice
de la marde ocdanique car la composante horizontale de la gravité appa-

rente est nulle. La force horizontale de marée vaut environ :

(2.42) (0,2 ou 0,5) x 1076 n/s2

P

selon 1l'astre générasteur considéré.
Au chapitre IV, nous démontrons que la force astronomique E ne
provoque que de faibles dénivellations pour des bassins de petites

dimensions comme la mer du Nord.
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LY 32 u > ¢

Jf vt ) A, - 1 2 jr 8, 8 ax;  i=1,2

-h 9% 8%, U A

(2.43)
-1 r¢ agui Bgui 2 13 &£
H vy ( +—=*) dx; - L H  —— a, 4, ax, i = 1,2
2 2 j=1 9X . i 73 3

“h 8x1 8x2 1Yy

sont associés & la dispersion de la quantité de mouvement, ils dépendent
de la structure verticale du champ horizontal de vitesse et de la vis-
cosité v, Pour résoudre les &quations du modéle, il faut soit connaitre
expérimentalement les profils verticaux de courant, soit trouver une
relation théorique de fermeture qui permet de relier les termes de

(2.43) & 1'écoulement moyen ou au transport intégré sur la profondeur.

Au premier paragraphe de ce chapitre, lors de 1la séparation du
champ de vitesse en une partie moyvenne et une partie fluctuante, nous
avons obtenu des termes contenant le produit moyen des fluctuations de
vitesse dans\l'équation régissant 1'&coulement moyen. En sccord avec la
théorie de la turbulence, nous avions associé des termes de dispersion aux
termes contenant les fluctuations temporelles de la vitesse.

Lors de l'intégration de 1'&quation (2.12) sur la profondeur, une
vitesse moyenne sur la profondeur et sa déviation furent introduites.
Connaissant l'effet dispersif des fluctuations temporelles et spatiales
[Elder (1959), Bowden (1965), Ronday (1971), Nihoul (1972), (1975)7, nous
remplagons les termes contenant les déviations verticales du courant par

des termes de dispersion. Ils sont définis par,soit

¢ 5. 5 —
. 8% = i : -1 A a - ou;
(2.)414)]n Uy By dxg = o ™y , soit H Jf a; O, dxg = v . A
-h : J -h J
L'ordre de grandeur de V,;s ©st donné par
ﬁ2
V..o~ =
cis u

ol u et U sont des valeurs caractéristiques du courant moyen et de
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sa déviation sur la profondeur, & est la longueur caractéristique des

variations horizontales de la vitesse u .

5

En raison de la valeur &levée de & (de 1'ordre de 10° m) , la
viscositd due & l'effet cisaillant peut devenir trés importante; tout

2
dépend du rapport %T-. Etudions divers profils

a) le profil loparithmique de vitesse

81 la colonne verticale d'eau est parfaitement mélangée, le profil
théorique d8duit de considérations dimensionnelles est le suivant [e.g.

Roll (1965)] :

(2.16) u(x,) = == In X3 1 B

(¢ Z

oi wu, est la vitesse de friction, o la constante de Von Karman

(o = 0,40) et 3z, la longueur de rugosité.

Fn mer du Nord, Charnock (1959) détermina la longueur de rugosité

3 partir de mesures courantométriques. Elle vaut :

(2.47) 2o = (1,6 + 0,6) 10 > m .

En introduisant (2.46) dans le nombre de gauche de (2.4L4) et en intégrant,

on trouve :
o]

_ 0
(2.48) Veis h 2 du
(ln — - 1) =
Zg X

L'expression (2.48) peut encore se mettre sous la forme suivante :

v, ~AuSl
c18

Le tableau U4 donne des estimations du paramétre A .

Tableau 4

10 20 40 80
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b) Le profil expfrimental logarithmique-parabolique

En 1938, Van Veen étudia la distribution verticale du courant au

bateau-phare Varne (mer du Nord). Il obtint la loi empirique :

Xz + h 8

(2.50) u(x,) = u_ ( )

s &t

ol u, est le courant de surface.
Les services hydrographiques déterminent avec un certain succds le
courant de surface & partir des informations fournies par un couranto-
métre placé 3 3 m au dessus du fond. Malheureusement, l'accord entre
cette loi et les profils observés n'est pas trds satisfaisant au
voisinage du fond ull le gradient vertical est le plus intense.

Des expériences plus récentes en mer du Nord [e.g. Bowden (1965)]

ont permis de déterminer le profil vertical de vitesse :

U, Z .
u(n} = = {1n(—zll~n)-—n+—ﬁ°—} 0,0001 < n < 0,14
0
(2.51)
= 9 12 Bh B _
u(n)-a{8 (n 2n)+:LnZO 5 -1} 0,1k <n <
Xz + h
avee B = 0,14 et n = -éﬁf‘“ .

Le coefficient de viscosité due 3 1'effet cisaillant, pour le prou-

fil donné par (2.51), se calcule aisément 3 1'aide de la relation (2.4Y)

w (0,016 1n B %L-+ 1,555 + 9??3 in B éi--'gﬁi)
(2.52) Vi F a‘ﬁo — 0.
Cg;) (1,236 + 1n B‘E;)

=lc|

En estimant %3 par dans (2.52), la viscosité vaut environ

(2.53) V., ~ATL.

c1s

Le tableau 5 donne la variation de A avec 1la profondeur.

Tableau 5

10 20 40 80

2,512,211 1,91 1,86

avec z, = 1,6 x 1073 n .



En adoptant les grandeurs caractéristiques pour u et pour &

données au tableau 2, la viscosité due 3 l'effet cisaillant vaut

v, ~(0,h a 1) 10lL n/s

c1
suivant la profondeur et le choix du profil vertical de courant. La
viscosité turbulente associde i l'opération de moyenne sur le temps
(2.13) est beaucoup plus faible que celle associée au cisaillement ver-

tical du courant, nous avons donc :

(2.54) . v & vy LW

mol

Aux termes

§ 3%y, 9%u, 2 3 - §
iy, 24 - 9 4.1 i =
(2.43) f v, (5= + =5 dax, R o, O ax; 1=1,2
_h 9% 4 X, 3= I Yon

nous associons un terme de dispersion de la quantité de mouvement défini

soit par
rs aeu- 82u- 2 §
(2.55) f v, (5 +—35) dx - I 2 i, 6, dx
) 2 3 i 9X. | i 7] 3.
—h 8x1 8x2 J J “_n
- 2 =
"\)cis vUi 1=1,2
soit par
(2.56 1 ¢ 82u1 82ui 2 H—1 ) £ . dx
2.56) g v, ( 5t 3% ) axg - 2 ol u; U dxg
-h 9x; - 9% i=1 Y
2
=y V2ﬁ i= 1,2

suivant le formalisme choisi.

Les coefficients v, dans les expressions (2.55) ou (2.56) ne
sont évidemment pas identiques car le passage de 1'une a l'autre doit
faire apparaitre des termes supplémentaires qui contiennent les dérivées
spatiales de la profondeur. Comme 1l'estimation du paramétre de dispersion
V,;s est déjd grossiére, il semble illusoire de vouloir raffiner. Au
chapitre suivant, l'analyse des ordres de grandeur montrera que le terme
de dispersion est petit comparé aux autres termes, pour des phénoménes
comme les marées et les tempétes. Dans nos modéles, le terme de disper-

sion sera négligé car sa contribution est inférieure ou égale 3 1 % .




Le cisaillement vertical du courant n'est cependant pas négligeable
dans les problémes de diffusion oll il joue un rdle capital [Nihoul
(19712, 1971)1.

L'intégration des &quations (2.29) et (2.30) fait apparaitre des
termes d'interaction avec l'atmosphére. Ils sont généralement apprcché
en introduisant le concept de la contrainte de cisaillement T, 4 la
surface [e.g. Welander (1961), Nihoul (1973)]. .

Le vent transfére de l'énergie 4 travers 1'interface air-mer d'une
maniére trés complexe : il engendre les ondes de surface, les grands
courants et les tempétes. Le vent joue également un rdle trds important
dans le transfert de la chaleur et de la vapeur d'eau.

Depuis Ekman (1905), Rossby et Montgomery (1935), les nombreuses
recherches en météorologie et océanographie ont permis de comprendre
certains mécanismes de transfert de 1'énergie (influence de la vitesse
du vent et de la stratification de l'air). Les rdsultats pratiques
pour les modéles de simulation sont malheureusement assez décevants.

Les mesures [e.g. Monin (1970)] montrent que la structure de la
couche limite turbulente atmosphérique,oll interviennent 1la dispersion
turbulente et les forces de Coriolis, est trds irrégulidre et que sa
hauteur est de l'ordre du kilomdtre. Dans la partie inférieure de cette
couche,; une autre sous-couche, appelée couche limite de 1g surface atmos-
phérique, est caractérisée par des flux verticaux de moment, de chaleur
et de masse constants, lorsque le vent est suffisamment homogéne hori-
zontalement et statistiquement stationnaire. La force de Coriolis peut
8tre négligée et 1'épaisseur de cette couche est d'environ 10 métres.

Comme le gradient vertical du flux de moment est nul dans la
couche limite de la surface atmosphérique, la contrainte de cisaillement

du vent T_  est définie par :
w

. e W Tsy *2
. 1 (W, W ol = =u
(2.57) ey DO v, 5] = e =
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si la direction de l'axe 1 coincide avec la direction du vent. WV1
et WVS sont les deux composantes des fluctuations turbulentes de vent
et W est l'amplitude moyenne du vent. u” représente la vitesse de
friction, p_, la masse spécifique de l'air et v, 1la viscosité molécu-
laire de l'air.

Le principe de continuité impose que les cisaillements air-mer

et mer-air soient identiques
(2.58) T,ET, .

L'évaluation du terme de surface T_ revient donc & déterminer u*2 .
Krauss (1972) et d'autres auteurs ont &tudié 1'influence de la strati-
fication thermique et de 1'état de la surface libre de la mer. La théorie
de la turbulence atmosphérique [e.g. Krauss (1972)] dit que 1l'influence

de la stratification thermique diminue lorsque on se rapproche de 1l'inter-
face air-mer : il existe une sous—couche, appelée sous-couche dynamique,
oll les seuls paramétres mécaniques entrent en jeu. L'épaisseur de cette
couche peut varier dans de trds grandes proportions. Dans le cas d'une
stratification neutre, Krauss montre que les seuls paramdtres mécanigues

* . Lz
sont v, , u et h_ la hauteur des irrégularités de la surface.

v
a) 81 h, <-a% les forces visqueuses dominent; il s'agit du cas de
vents trés légers qui n'induisent que de faibles courants.
. v . ~
b) si hy » Gi' les contraintes turbulentes sont prépondérantes; une

telle situation se présente lors de vents moyens ou forts.
v
c) Pour x4 »‘G% et h, , la turbulence est 3§ petite &chelle et

dépend uniquement de u* . La théorie, d partir d'arguments dimension-

nels, donne

*
u X

(2.59) W(xg) = == 1n ==
~ 0

ol o est la constante de Von Karman (a = 0,40) et 2z, la longueur de
rugosité de la surface libre.
Le profil logarithmique donné par la relation (2.59) est, en géné-

ral, en bon accord avec les observations. La connaissance de la vitesse
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du vent 4 une certaine hauteur permet de calculer la vitesse de friction
u* par l'intermédiaire de (2.59) si on connait le paramdtre z, . La
longueur de rugosité =z, dépend non seulement de la hauteur des vagues

mais aussi du champ local de vent

Le but des expériences menées par Hasse (1968, 1974) en mer Bal-
tique et en mer du Nord, par Smith (1967, 1970) dans le détroit de Van-
couver et au large de la Nouvelle Ecosse est de déterminer le rapport

'U.*2
(2.60) JER
W

Le coefficient de proportionnalité entre u*2 et W2 porte le nom de
coefficient de friction & la surface (en anglais surface drag coefficient).
Pour des raisons pratiques, la détermination du coefficient Cy se fait

d une hauteur de référence soit 10 mdtres (il s'agit de la hauteur
approximative de la passerelle des bateaux qui prennent les mesures
mét€orologiques). Plusieurs méthodes existent pour la détermination du
coefficient de friction C, . Les plus anciennes se basaient sur la
recherche du profil vertical et déduisaient les paramdtres C, et

z, en supposant le profil expérimental comme &tant logarithmique.
Rossby et Montgomery ont obtenu en 1935

Cy = 0,9 x 1073

pour W variant entre 10 et 23 m/s .

Les nouveaux anémométres 3 fil-chaud et i poussée permettent de
calculer directement le produit des fluctuations turbulentes WV1 et
Wv5 - Les mesures sont faites & partir de plateformes stables ou de
bouées stabilisées pour réduire au maximum le roulis et le tangage. Le
but de ces observations n'est plus de déterminer le profil vertical du
vent, mais bien de calculer directement le produit moyen des fluctua-
tions de vent. Les résultats de Hasse (1968), Smith (1967, 1970) sont
donnés au tableau 6.

La moyenne pondérde de ces rdsultats donne

Cy = (1,26 £ 0,29) x 1073,
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Tableau 6
Val de | Déviati tand
Auteur Nombre d'expériences areur moyenge € viation 53 andard
Cqg x 10 x 10
Smith (1967) 8 1,03 0,18
(1970) 32 1,35 0,34
Hasse (1968) 18 1,21 0,24

L'erreur sur le coefficient de friction est encore importante malgré
1'utilisation d'un matériel de haute qualité. Les résultats de Rossby
et Montgomery sont inférieurs d ceux obtenus par des techniques modernes.
Smith (1974) a mesuré les fluctuations de la vitesse du vent en
utilisant un anémomdtre sonique (basé sur 1l'effet Doppler) plus précis

que ceux a fil-chaud et & poussde. Il a obtenu sur 39 expériences

(2.62) mW, W, ® (- 0,002 + 1,2 x 1073 wfo) + 0,007 m2/s

ol W,, représente la vitesse du vent 2 une hauteur de 10 métres.
Le coefficient de corrélation vaut 0,98 et la pente de la droite

de régression donne
-2
(2.63) Cy = 1,2 x 10 7,

L'accord entre (2.61) et (2.63) est satisfaisant. La relation (2.62)
montre que le produit moyen des fluctuations de vitesse est affecté
d'une erreur qui diminue avec la vitesse dukvent. Les estimations de
Hasse et Smith sont basées sur des vents moyens de l'ordre de 10 m/s .
Pour des vitesses de vent plus élevées, les mouvements désordonnés.des
boubes portant les anémométres empechent toute mesure précise du produit
moyen des fluctuations. La détermination du coefficient de friction est
alors basée sur la méthode du profil vertical de vitesse. Hasse (197h)
montre que le coefficient de friction augmente avec la vitesse du vent.

Selon Wilson (1960) et Hasse (1974), C, vaut

(2.6L) c, = (2,4 £0,5) 10° pour W> 10m/s .
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La précision des résultats des simulations de tempétes eat forcé-
ment limitée par 1l'incertitude relative aux coefficients de friction 3
la surface de la mer,

La dftermination des vents & 10 m se fait 3 partir de la pres-
sion atmosphérique et des différences de tempdrature de 1'eau et de

1l'air.

L'intégration des &quations (2.29) et (2.30) fait apparaitre les
termes d'interaction avec le fond de la mer. Comme pour le terme d'in-

teraction 4 la surface, on associe 3

Bui

90X
3 X3H -h

une tension de cisaillement sur le fond T, définie par

i=1,2

(2.65) Ty, TV, T
1 3X3 X3=-h

Pour pouvoir résoudre les &quations (2.38) & (2.41), il faut avoir une
relation de fermeture entre T, , les variables d'états U (u) s T et
certains paramétres. Selon Welander (1961), le profil vertical de vitesse
est déterminé par l'histoire locale de la contrainte de vent et par la
pente de la surface; la tension de cisaillement et le courant sont donc
solutions d'équations intégrales. Un modSle basé sur de telles Equations
est inapplicable pour des calculs de simulation de tempétes lorsque la
géométrie et la bathymétrie du bassin sont irréguliéres. On recherche
plutdt un expression simple entre la tension de cisaillement T, et
1'écoulement moyen. Il est utile de distinguer deux types de prdfils

verticaux de vitesse :

a) Circulation quasi-stationnaire avec un transport vertical

Dans le cas d'un vent constant soufflant & la surface libre d'un
bassin peu profond ol la longueur est beauccup plus grande que la

largeur, les courants de surface et de fond ont des directions opposées.,
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Au voisinage des deux extrémités du bassin, on observe un transport
vertical d'eau (upwellings).

Si le vent souffle suivant 1'axe du bassin et si la viscosité
verticale est constante, le transport U et le courant moyen sur la

profondeur sont nuls. Fkman (1905) a également montré que
(2.66) T, = -mT,

avec m = 0,5

b) Circulation purement horizontale

Les observations courantométriques dans la partie peu profonde
de la mer du Nord [e.g. Hill (1974)] semblent indiquer que le courant
garde une direction quasi-constante sur toute la profondeur et que 1'eau
circule horizontalement. Au moment du renversement de la marée, la
direction du courant de surface est opposée & celle du courant de fond.
En général, ces courants sont assez faibles. On peut donc supposer, en
bonne approximation, une tension de cisaillement du méme signe que le
courant moyen sur la profondeur.

Dans les régions plus profondes, la théorie classique d'Ekman
(1905) indique que la direction du courant est déviée vers la droite,
dans 1'hémisphére nord,en raison de la force de Coriolis. En dessous

de la profondeur d'Ekman

2[2 Vyerticale
- HY AL A1 A
hy = ﬂ'J 7
la vitesse du courant est au moins 23 fois plus faible que celle du

courant existant 3 la surface. .
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Comme le coefficient de viscosité verticale est de 1'ordre de

-
! & 10 “ mg/s s la profondeur d'influence d'Ekman sera d'environ

10
80 métres . Dans les régions profondes de la mer du Nord, les courants
sont généralement plus faibles et leur dynamique est régie par des
équations plus simples ne faisant pas intervenir la friction sur le
fond.

Pour la mer du Nord, on peut donc relier la tension de cisaille-
ment sur le fond 4 la vitesse moyenne sur la profondeur. Suivant le
choix du profil vertical de la vitesse, on obtient des variations non

négligeables dans le calcul T, -

1) profil logarithmique de vitesse

Ce profil thé€orique est donné par la relation (2.46). En exprimant
la tension de cisaillement en fonction de la vitesse de friction u* .
nous obtenons

2
(2.67) T, = - [uj u
b {ln(gL) -~ 1}2
0

2) profil paraboligue logarithmique

~

Ce profil mi-théorique, mi-expérimental semble bien convenir 3
la mer du Nord. La tension de cisaillement, exprimée en fonction de la
vitesse moyenne sur la profondeur, est donnée par

2 — —

o Jlull u
(1,236 + 1n.£5i¥L11)2

0

(2.68) T, =

Comme pour la tension de cisaillement i la surface, il est possible de
calculer T, & partir des fluctuations turbulentes de la vitesse. Les
mesures courantométriques de Bowden (1953, 1962) et de Bowden et Fair-

bairn (1956) donnent pour des fonds sablonneux et peu profonds
(2.69) 1, =0 lulT

-0
avec D~ (2,16 + 0,20) 10 = ,

Charnock (1959) et Dronkers (1961), pour un fond sablonneux, peu profond
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mais présentant de nombreux sand ripples, obtiennent :

(2.70) D ~ (3,22 + O,k4k) 1073,

Taylor (1919) étudia la marée dans la mer d'Irlande caractérisée par une
80 métres . Il détermina expérimentalement D

D~ (1,8 + 0,1) 1073,

profondeur moyenne de

(2.71)

Les différentes estimations du coefficient de friction D sont

données au tableau T.

Tableau 7
Coefficient de friction D x 103
Profondeur ¢ L . . N . .
alculé a partir du profil Calculé a partir du profil
(h) Déterminé logarithmigue avec 2z, = parabolique-logarithmique avec z4 =
" expérimentalement
6 104 ml1,610%u}2,6103n| 6104 m {1,610 302,610 3n
3,22 * , i
10 {2’16 e 2,1 2,7 3,0 2,0 2,5 2,8
20 - 1,8 2,2 2,5 1,7 2,1 2,4
40 - 1,6 1,9 2,1 1,5 1,8 2,0
80 1,8 *** 1,4 1,7 1,8 1,3 1,6 1,7
*  Bowden #*  Charnock *4% Taylor
L'analyse de ces différentes estimations du coefficient de fric-
tion D semble indiquer que le coefficient dépend peu du type de

profil considéré mais est fortement influencé par la longueur de
rugosité qui dépend de la hauteur des irrégularités du fond.

Dans les régions peu profondes, les courants sont généralement
intenses et la direction du courant change peu avec la profondeur; dans
les régions plus profondes, par contre, le coefficient de friction D
et les courants sont beaucoup plus faibles. Pour ces raisons, l'erreur
introduite dens le moddle en utilisant la formulation (2.67) & (2.69)

est donc limitée,
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Afin de tenir compte de 1'influence directe du vent sur la tension
de friction sur le fond [voir la relation (2.66)], Groen et Croves (1966)

et Heaps (1967) ont ajoutéd a
(2.69) v, =D Gl ¥

un terme supplémentaire, proportionnel 3 la tension de cisaillement 3 1la
pp 9 P

surface, de la forme

(2.66) T,

2'-'-"’“st

ol m est un paramétre plus petit que 1'unité. Heaps (1967) propose

m= 0,1 . Le facteur de proportionnalité m est fortement réduit par
rapport a la valeur obtenue par Ekman (m = 0,5) dans le cas d'un bassin
unidimensionnel. Dans un bassin bidimensionnel; avec une géométrie des
cBtes et une bathymétrie variables, les moddles réduits et les obser-
vqtions indiquent que la circulation verticale est gquasi-inexistante gu
voisinage de la cBte, en raison méme de la topographie irrégulidre du

fond et de la cCte. On observe souvent une circulation du type suivant

y/ '//’//?7.‘»% > |

/ % //}/}-”}777\.%»\»: > VAT
/ / v /;/ STT 7’77-""/‘77': N
/// (lliiiiiiiiiiidss

ol le courant de surface a la méme direction que celui du fond. En
combinant (2.66) et (2.69), la loi de friction s'éerit dans le forma~—

lisme du transport



(2.72) Ty, =~ m T, + DIy

et dans celui de la vitesse moyenne U :
(2.73) t,=-mn7, +Dlulw

Les estimations des profils verticaux de la vitesse et de la longueur
de rugosité induisent des erreurs qui expliquent une partie des écarts pergus
entre les résultats observés expérimentalement et les résultats obtenus
par le calcul.
Bn introduisent les relations (2.55 ou 56), (2.57), (2.60) et
(2.72 ou 73) dans (2.38) a (2.41), les équations régissant le mouvement

fluide s'écrivent dans le formalisme du transport U
(2.34) — + v.U=0

U

-1
5w t Ve UU) + re;rl

(2.74)

CHE-V R g ) va U+ 22 (1w oy WU - Ul v
p p H?.

et dans celui du courant moyen sur la profondeur u

(2.35) ~—g—5-+ﬁ.\7H + HV.U =0
t
(2.75) a—ﬁ+ﬁ Vu+ fe, AU
. ot ) -3
=g-v (%= 25 4 P2 ) “ DGl
E V(p+gc)+aVU+p(1+m)HWIIMH HIIuHu
avec H=h+¢1
¢
et U= JF U dx, = HU

~-h
Ces fquations ne peuvent se résoudre sans faire appel & des conditions

initiales et aux limites. On discute ce probléme aux chapitres III et

V'
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4.- La circulation résiduelle dans les mers continentales

Dans les paragraphes préc&dents, nous avons établi un moddle
mathématique pour 1'étude des marées et des tempetes. Les courants in-
duits par de tels phénoménes permettent de déterminer 3 court terme
les courants qui transportent et dispersent polluants et diverses espéces
de plancton. La dérive 4 long terme du plancton et des polluants, la
sédimentation et la distribution spatiale des masses d'eau sont des
phénoménes pour lesquels le temps caractéristique de variation est
beaucoup plus grand que la période d'une marde et d'une tempete.

I1 est généralement admis que les mouvements fluides qui ont des
temps caract@ristiques de variation trés importants peuvent etre ap-
prochés par une succession de mouvements permanents correspondant a
des €tats stationnaires. On donne habituellement le nom de courants
résiduels 3 de tels &coulements.

Différentes interprétations existent quant 3 la description
mathématique des courants résiduels.

Les expérimentateurs déterminent les courants résiduels 3 partir
des mesures courantométriques. Ils consid@rent le courant résiduel comme
le courant obtenu en soustrayant de 1'enregistrement courantométrique
réel, le courant de marée calculé le plus important [e.g. Otto (1970)17.
Cette méthode ne peut donner de bons résultats car les ordres de gran-
deur du courant mesuré et du courant de marée sont semblables et les
erreurs affectant ces courants sont de 1l'ordre de grandeur du courant
résiduel.

D'un point de vue mathématique, il serait tentant de définir le
courant résiduel comme solution des équations (2.3L4), (2.74) ou (2.35),
(2.75) pour lesquelles on supposerait les dérivées temporelles nulles.
Cette fagon d'agir conduirait 3 de mauvais résultats car les termes non-
linaires et les termes représentant les forces extérieures dépendent
du temps.

En turbulence, on distingue deux types d'écoulement, 1'écoulement

moyen et 1l'€coulement turbulent. Le courant moyen est défini comme étant
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la moyenne temporelle du courant réel. Les hydrodynamiciens [Nihoul et
Ronday (1975)]1 définissent le courant résiduel comme le courant intégré
sur un intervalle de temps suffisamment long pour couvrir plusieurs
périodes de marée et pour ainsi supprimer la plupart des contributions
transitoires. La définition est semblable & celle de la turbulence mals
il existe cependant des différences fondamentales. En turbulence,
1'écoulement moyen fournit de 1'énergie 4 1'écoulement turbulent
[e.g. Batchelor (1967)1. Pour 1'écoulement en conduite, la ‘tur-
pulence tire son énergie de 1l'écoulement moyen et se dégrade vers des
longueurs d'onde de plus en plus petites,pour enfin se dissiper en
chaleur par la viscosité. En géophysique, 1'énergie n'est pas entidrement
fournie aux trés grandes échelles de temps ou d'espace. Les vents, les
marées et les variations de la pression atmosphérique agissent plutdt
comme des sources d'énergie a des échelles de temps intermédiaires. La
figure 1 donne une bonne représentation de la distribution d'énergie,
L'énergie de marée, par exemple, est transférée aux phénoménes carac-
térisés par des grandes et des petites &chelles de temps par lt'inter-
médiaire des termes non lindaires des équations (2.T4) ou (2.75).

si U, =t H, représentent les parties résiduelles de U et

de H , nous pouvons écrire :

(2.76) U

[

U, + U,
H=HO+§1

avec Hy =h + L, et g, « h .

L'indice [ dindique qu'il sfagit d'une moyenne sur un intervalle
de temps choisi suffisammc . grand pour gliminer la plupart des cun-
tributions transitoires (c'est en fait une nouvelle application de la
méthode de K.B.M. décrite au paragraphe 2 de ce chapitre). On a donc :
(2.77) Wl =

(g4)g ~ O
Les équations régissant la circulation résiduelle sont données par

1a moyenne temporelle des &quations (2.3L4) et (2.74). Les termes linéaires
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donnent une seule contribution correspondant & la valeur moyenne. Les
termes non linfaires donnent évidemment deux contributions : le produit
des moyennes et le produit moyen des fluctuations.

Etudions les termes non lindaires de 1'dquation (2,7L4). L'équation

(2.35) permet d'éerire

(2.78) g~ o

avec c¢ = V¥g H 1la vitesse de phase pour les mouvements de marée. Comme

~

‘51 K c , 0n a Ly « H ., Négligeant ¢4 Dpar rapport 4 Hy 5 les termes

non linfaires moyens de 1'8quation (2.7L) donnent

-1 -1 -1
(2.79) v. (B UV, ~ v.(H U u) + v.(d," U, ),
(2.80) [0 57 U U3, ~ b 52 U Uyl + p B220, gl + uy fugl,
(2.81) Le B vel, ~ g Hy Vo, + g (g, vr,),

Dans une mer confinentale, les termes quadratiques dans les fluc-
tuations ne sont généralement pas négligeables. En effet, dans les
régions peu profondes de la mer du Nord, les courants et les &l4vations
de la surface libre induits par les marées et les tempétes sont respec-
tivement de l'ordre du m/s et du mdtre. Les mesures expérimentales de
Cartwright (1961), Ramster (1965) et Hill (1973) montrent que 1'ampli-

1 m/s : les

tude des courants résiduels varie entre 10 2 i 10
courants résiduels sont donc beaucoup plus faibles que les courants
transitoires de marée et de tempéte. Pour ces raisons, nous pouvons
négliger le premier terme dans le membre de gauche des expressions
(2.79) et (2.80). Négligeant ces termes, nous obtenons

i) wne friction sur le fond linéaire en U, [Bowden (1953)7;

ii) uwn terme d'advection indépendant de U, . I1 aépend uniquement
des termes transitoires en u, .
Les mesures in situ Le.g. Hill (1974)] montrent gue les longueurs carac~
téristiques de variations horizontales de Lo et de 4 sont semblables.
Dans ces conditions, on ne peut done pas négliger le deuxidme terme du

membre de gauche de (2,81),



En tenant compte des relations 2.79 & 2.81 et des hypothéses simplifi-
catrices déduites des mesures iZn situ, les équations (2.34) et (2.7k4)

intégrées sur le temps s'dcrivent de la maniére suivante :

(2.82) v.U;=0

£y AUy = - Hy VER+ g g) ~KH Ugre,o (0 I,
(2:59) - D G2 (U, U, + g tq vz, + (G UL,
ot Cio = %f (1 +m) C,

représente le coefficient de friction & la surface libre et ol
k=D, IVl
est un nouveau coefficient de friction.
Le terme entre crochets doit &tre estimé par des données expéri-
mentalss ou par des modéles hydrodynamiques adaptés 4 1'8tude des cir-
culations transitoires de marées et de temp@tes.

Par analogie avec ls tension de vent, nous définissons une con-

trainte additionnelle T, par :
_1 -
(2.84) T, =~ lgg, vg, + V(B U QU +D Hy? (U, Uyl 3,

T, est appeld tension de marée en raison du rSle prépondérant joué
par la marée dans la circulation transitoire en mer du Nord (voir

fig. 2) (en réalité, elle contient aussi bien la contribution des marées
que celle des vents transitoires).

L'équation (2.83) peut encore se mettre sous la forme :
(2.85) fe. Al =-8 vE2+gr)-KHE U +8
: 37 Yo 0 o T €50 o “o

ol ©®= C4o(H |IW[), + T, représente les sources extérieures d'énergie.
L'équation de continuité (2.82) permet d'introduire une fonction

de courant ¢ définie par
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Densité d'énergie en octobre 4969 dans la partie sud
de la mer du Nord [d’aprés Talbot (1972)]

= - 9
(2.86) UO’1 _Laxz

= 4 OV
(2°87) UO)2 =+ 3X1

En divisant (2.835) par Hy et en prenant le rotationnel pour &liminer

1'élévation de surface nous obtenons
9
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oH 9H 9l SH
Kv2w+8w (aK _%ﬁ 0+BHo-f o)+3w (BK _2K 0, p 220y
8x1 3X1 ho 8x1 ax2 3x2 BXE H0 8x2 8x1
(2.89)
oy o _ g
= HO w3+ 3};2 1 3}(1 @2
ol w = (VA8 '
_oar o2

et B = ax, O(a,) .

B est le facteur introduit par RossSy [e.g. Stommel (1949)1 pour tenir
compte de la variation du paramétre de Coriolis avec la latitude. a

et § sont respectivement le rayon et la vitesse de rotation angulaire
de la terre.

Ltéquation (2.89) pourrait se résoudre trds facilement si 1'éléva-
tion résiduelle ¢, @&tait négligeable vis-d-vis de h . L'ordre de
grandeur de T, se calcule aisément.

Comme le temps caractéristique des courants résiduels est tres
grand, on peut supposer, en premiére approximation, que le fluide est

en &quilibre géostrophique. Ceci se traduit par :

(2.90) re;nly=-nhvViggy .

Cette équation permet donc de calculer l'ordre de grandeur de g

£ U,
g

Co ™ o %)

ol Eo représente le courant résiduel moyen sur la profondeur et &
la longueur caractéristique de variation de ¢, . En supposant & égal
3 la moiti# de la plus grande dimension du bassin de la mer du Nord,
soit 106 m, et en prenant l'estimation du courant résiduel donnée par

Cartwright (1961), nous obtenons

(2.92) o ~ 0,3 m .

Les variations de la bathymétrie de la mer du Nord sont suffisamment
. . P 9 .
importantes pour gu'on puisse négliger 3%% devant %%— (i = 1,2)

i i
(voir carte des profondeurs au chapitre IV). Nous pouvons donc négliger

t, devant h dans (2.84) et (2.89). La tension de marée (2.8L4) devient
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indépendante de la circulation résiduelle et 1'équation (2.89) se met

sous la forme :

.2 3y 9K 2K 8h by, (3K 2K 3h __oh
KV 5 Gy oy TBRTE ax;) T ox, Caxyh gt Eax))
(2.93)
3h oh
= 28 ~at
b w3v 9x, 84 x, 8,

Le membre de droite de (2.93) représente l'ensemble des forces exté-
rieures et est indépendant de ¥ ou Co » L'8quation (2.93) se résoud
en utilisant 1'algorithme numérique développé au chapitre III. Les
grandeurs @ et wy doivent 8tre connues en tous les noeuds du
réseau maillé et la fonction de courant ¥ le long des frontiéres :
i) le long d'une cOte, le flux d'eav normal i la cBte est nul.

Cette condition s'exprime mathématiquement par :
(2.94) ¥ = constante ;

ii) le long d'une frontidre ouverte. L'dquation (2.93) est une
équation aux dérivées partielles
elliptique. Les conditions aux

limites sont soit

(2.95) ¥ = y(s)
soit

(2.96) %%= £(s) .

‘I/=Cte

Nous discutons l'emploi des condi-
tions aux limites applicables 3

la mer du Nord au chapitre VI.

‘En principe, il serait possible de déterminer le courant résiduel
d partir de la solution des &quations (2.34) et (2.74). Le courant ré-
siduel serait obtenu en intégrant la solution de (2.34) et (2.7L) sur
un intervalle de temps suffisamment long pour &liminer la plupart des

contributions transitoires de marfe et de tempéte.
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En pratique, cette méthode doit &tre rejetée car les courants de
marée ou de tempéte sont dix i cent fois plus intenses que les courants
résiduels et sont affectés d’erreurs importantes : la solution de (2.3k4) et
(2.74) est essentiellement la contribution transitoire. Si nous admet-
tons une erreur de 10 % sur les courants de marée et de tempéte et
un courant résiduel dix fois plus faible que le courant de marge, nous
avons

§U ~ 8U,

et 1'erreur absolue sur U, vaut :

, §Ug _ 8(U - Uy) 8Uy4 .
(2.97) T, " TP 2 Ty 200 % .

Lierreur sur le courant résiduel est donc du méme ordre de grandeur
que le courant résiduel : la méthode qui consiste & intégrer la solu-
tion doit donc &tre rejetée.

Pour é&viter de telles difficultés, il faut

i) résoudre la circulation transitoire de mare et de tempEte a
1'ordre du moddle hydrodynamique déerit par les dquations (2.34) et
(2.74);

ii) résoudre 1'équation (2.93) qui traduit mathématiquement la
circulation résiduelle. La tension de "marée" est calculée explicite-
ment par le moddle de marde et de tempéte.

Dans la partie peu profonde de la mer du Nord, nous pouvons
aisément montrer gue les ordres de grandeur du terme de Coriolis et
du terme de tension de marée sont semblables.

L'erreur sur le terme de Coriolis vaut

, 8Ug
(2.98) 8(2 €5 A Ug) ~ 0,

81 nous supposons
(2.99) - ~

1'erreur sur la tension de marée s'exprime par :

(2.100) 8(ty) ~ 2 1y =
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Comme les ordres de grandeur de T, et du terme de Coriolis

sont les mémes, il s'ensuit que :

U, §U,
(2.101) 7, 2——ﬁ—1~ 20 % .

La méthode développée dans ce travail semble donc prometteuse
puisque nous sommes parvenus i réduire § 20 % 1'erreur commise sur

le courant résiduel.



Chapitre III

Méthodes de résolution des modéles hydrodynamiques

1.- Introduction

Les Bquations décrivant les circulations des masses d'eau dans
des mers peu profondes ne peuvent se résoudre complétement sans faire
des hypothéses simplificatrices.

Les méthodes analytiques de résolution sont généralement inappli-
cables car la géométrie des cBtes et la bathymétrie des bassins réels
sont irrégulidres. Des moddles hydrodynamiques trés simplifiés, pour
lesquels on peut obtenir une solution analytique, sont cependant utiles
pour comprendre certains phénoménes comme 1l'influence
des termes non linéaires d'advection suf la courbe marégraphique dans
les régions peu profondes [e.g. Kreiss (1958)].

I'aménagement de digues suffisantes, la détermination de routes
stires pour les pétroliers géants et 1'€tude de la dérive du plancton
et des polluants exigent une connaissance précise des marées, des tem—
pétes et des courants résiduels. Il faut donc résoudre les équations
de mouvement &tablies au chapitre II en réduisant le plus possible le
nombre d'hypothdses simplificatrices. De telles équations doivent &tre
résolues numériguement.

Pour 1'étude de 1'environnement marin, il faut développer des al-
gorithmes de résolution qui doivent non seulement &tre précis mais

aussi rapides. Il existe, en analyse numérique, deux techniques de
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résolution, 1'une basée sur les différences finies, 1'autre sur les &1&-

ments finis.

——— el IS R P

En €lasticité, la méthode de résolution basée sur les &lfments
finis connalt de nombreux succds depuis plus de dix ans. L'emploi de
mailles irrégulidres et de conditions aux limites compliquées ne pose
aucune difficulté majeure. Habituellement, on développe un principe
variationnel pour formuler la méthode aux &léments finis. L'obtention
d'un principe variationnel ne pose en général pas de probldme lorsqu'on
traite des problemes d'élasticité.

Les équations de 1'hydrodynamique sont beaucoup plus compliquées
que les €quations de 1'€lasticité; de plus,elles n'admettent aucun prin-
cipe variationnel vrai lorsqﬁ'on &tudie le mouvement non lindaire de
fluides visqueux. Les applications de la méthode aux €léments finis
pour le probléme de la propagation d'ondes de gravité sont trés rares.
Grotkop (1973) étudia la marée semi-diurne lunaire dans la mer du Nord
en utilisant la méthode des éléments finis dans l'espace et dans le
temps; l'algorithme de résolution est basé sur celui de Galerkin.
Selon Grotkop, cette méthode a :

i) deux avantages

- il n'y a pas de condition de stabilitd sur le pas temporel
d'intégration pour un algorithme de résolution implicite
dans l'espace et dans le temps.

— le probleme des grilles variables est résolu.

ii) deux inconvénients

— comme 1l'algorithme de résolution est doublement implicite,
il faut résoudre un systéme de 18 équations algébriques
pour chaque cellule élémentaire et pour chaque pas de
temps. _

- le temps de calcul est trds important. Grotkop a montré que

sa méthode, pour une méme précision dans les résultats, est
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moins rapide qu'une méthode aux différences finies utilisant
un algorithme explicite.
Pour ces raisons, nous n'utiliserons pas les £€léments finis pour

1a résolution des moddles hydrodynamiques établis dans ce travail.

Cette méthode est maintenant bien connue en mécanique des fluides.
On peut distinguer deux grandes familles d'algorithmes numériques : les
schémas implicites ou semi implicites et les schémas explicites. Comme
les moddles hydrodynamiques doivent étre des instruments de prédiction
et de gestion, il convient d'utiliser un algorithme qui allie la préci-
sion et la rapidité du calcul. Nous développons au paragraphe suivant
un schéme de résolution dérivé de celui deHansen. L'analyse critique de
ce schéma et de ceux existant dans la littérature [Van Dantzig (1960),
Hansen (1966), Leenderste (1967), Heaps (1969)] fera ressortir les

avantages de notre algorithme.

2.- Méthode numérigue de résolution pour la circulation transitoire

La méthode de résolution du systdme d'équations aux dérivées
partielles (2.34),(2.74) ou (2.35),(2.75) selon le formalisme choisi
est basée sur une méthode aux différences finies utilisant un algorithme
explicite. Une grille spatiale tirée de la littérature [e.g.
Brettschneider (1967)1 et un schéma original de discrétisation permettent
de résoudre correctement le probléme de la propagation des ondes de
marée et de tempéte dans des mers peu profondes. Dans tout ce chapitre,
nous &tudions en détail la résolution des équations (2.35),(2.75),
clest-a-dire dans le formalisme du courant moyen sur la profondeur. On
pourra sans peine adapter cette méthode pour la résolution des équations
(2.34) (2.74).

Les gquations (2.35),(2.75), établies au chapitre précédent,

s'écrivent de la manidre suivante
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(3.1)

ot 3%y Eh &
BE1 = LT duq L= U4
3t T u, Uy 7% u, 8x2
(3.2)
|4 _ 8 (Pa 25 4 Pa Cq D5 g
=-g ox, + &y 3% ; (p ) + a Vouy + 5 (1+m) = (W] T U Iull
By, - = du, _ au,
ot T ug oy 3% 4 M bxz
(3.3) A
g 3 (Pa 2_ 0, Cqy . D
= - + - e — = - =
8o, B T )t eV, kR (rem) 22w, M) - 25, g

ol H=h+ ¢ est la profondeur instantanée , ¢ 1'élévation de la
surface libre par rapport & sa position d'équilibre h , E 1la force
astronomique génératrice des marées, P, la pression atmosphérique,
p la masse spécifique de 1l'eau de mer, P, le masse spécifique de
l'air, C, 1le coefficient de friction i 1la surface, D le coefficient
de friction sur le fond, a 1la viscositd due 3 1'effet cisaillant et
f le paramétre de Coriolis.

Les €quations (3.2) et (3.3) ont un caractdre mixte : elles sont
paraboliques-elliptiques en raison du terme de viscosit&. Pour les ondes
de marée ou de tempéte, les forces de viscosité ne Jjouent pratiquement

aucun rodle.

L'emploi de variables sans dimension facilite 1'dtude des différents
termes des équations de mouvement. Le temps caractéristique des phéno-
ménes transitoires de marée et de tempéte est voisin de la période de
la marée semi-diurne soit environ 5 x 1Oh s . Les grandeurs sans dimen-

sion sont introduites par les relations suivantes

u, = u o i=1,2

=
i
=
=

i=1,2
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h =h, h'
L=z, ¢'
£, = &, &} 1=1,2
x; = &, x! i=1,2
t =4, t!

Les mesures ocdanographiques montrent que les variations spatiales
des profondeurs et des courants sont intimement 1lies. On a générale-
ment :

0(d; 22-) ~ o(n
1

aui
90X .
1

) .

En introduisant ces relations dans les équations (2.35) et (2.75),
nous obtenons  :

oz’

(3.5) ser W, ULVD' = - Wy h' V.U - N g v.u' - Ng u'.vh'
au’ — oy —
rraid PEURR TR P
(3.6)
v ' - ? '
=N, E' - N Vg' + N W QWJL + Ny v - N, 4 “““u
hW1+EiC“) h'(t+z, h, ')
avec
L. S P /g h, t, ¢
0" 2, 2, %,
N, = ft,
uC
N, =" W
_8%¢
Ny = w N,
t
g, = Lot
uC
_ P Cy ,1 +my .2
g = _pi tc H— ( ) We
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Tableau 1

he (m) 10 30 50 100 300
§c (m) 2 1 1 0,5 0,5
ug (m/s) 1,5 1 0,5 0,3 0,1
N1 5 5 5 5 5
No = Nb 1 1 310711 10-1 |5 40°2] 10-2
!
Ng = Ni 5 3 5 3 3
Ng = Nj 1072 131072 15 102 | 10-1 | 3 40-1
Ng = Nj 51071 13 1071 {3 1071 |5 10-11 3 10-1
Ng 1072 15 1073 | 1073 | 40"5 | 410-4
Np = NS 10 3 1 3107113 1072
Ng = Ng 3 10 5 10 30
Cas possible oui oui oui ouil oui
1
- at, A u, ﬁ
6 = 2 T ¢ 0
Q‘C
Du, t
N7= hO C
(&
h, u
Ng = ———%1, .
et

Ces nombres sans dimension peuvent varier dans de grandes propor-
tions selon les caractéristiques de 1'écoulement. Le nombre N, compare
la longueur d'onde d'une onde progressive dans wn milieu infini 3 la
longueur caractéristique du phénoméne considéré. Pour une mer conti~-

nentale, la longueur caractéristique de variation est limitée pour deux
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Tableau 2

Ny = 3

D=210%, ¢y =103, W =10mn/s, t_ =5 10%s

he (m) 10 30 50 100 300

$c (m) 2 1 1 0,5 0,3
ug (m/s) 1,5 1 0,5 0,3 0,1
N4 5 5 5 5 5

Ny = Ny {51011 10T | 07T i3 1072 5 10-3

Ny = Nj 1072 {3 10-2 {5 102 | 10-1 |3 10°!

Ny = Ng [5 10713 1071 |3 1077 |5 107" |5 107

Ng 10-2 13 10-3| 10-3 |5 10-4| 10-4

Ny = Nb 10 3 1 3107131072
Ng = N§ 3 5 3 5 5
Cas possible oui oul outl non non

raisons : les dimensions du bassin fixent une borne supérieure pour
%, ; de plus,la rotation de la terre confére d l'onde un caractére plus

ou moins rotatoire. La friction influence €galement la longueur £,
car elle réduit la célérité de 1l'onde. Dans les régions trés peu pro-
fondes, le rapport N, peut atteindre sa valeur limite, soit Ny = 1,
mais en général N, varie entre 3 et 5 . ILa théorie des marées

[e.g. Dronkers (1966)] et les observations [e.g. Defant (1961)] montrent
qu'il existe des zones de faibles &tendues pour lesquelles la variation
temporelle de la surface est trés faible : il s'agit d'une région
d'amphidromie. Les variations spatiales de la vitesse du fluide et de
1'é1lévation sont par contre beaucoup plus importantes. A ces endroits,

le nombre N, peut atteindre des valeurs de 10 a 30 .
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JTableau 3
No = 30

D =210%, ¢4 =103, Wy =10 m/s , t_ =5 104 s

he (m) 10 30 50 100 300
$o (m) 0,3 0,3 0,2 0,1 0,1
ug (m/s) 1,5 1 0,5 0,3 0,1
N1 5 5 5 5 5
Ng = NJ 5 1 51071 15 1071 5 1072
Ng = N§ 5 5 5 3 5
Ng = Nj 1072 131072 {5 10-2 | 10-1 13 10~
Ng = Ng |5 1071135 1071 5 101 |5 10-1 1 3 10-1
Ng 5107213 1072} 1072 {5 10-3| 1073
Ny = NS 10 3 1 t3107 15 102
Ng = Ng 102 102 | 3102 | 3 102 | 102
Cas péssible oui oui oui oui oui

Les tableaux 1 et 2 montrent les domaines de variation des nombres sans
dimension N; (i = 1,8) lorsqu'on se trouve dloigné des régions
d'amphidromie. Le tableau 3 donne par contre les variations de N,

(i = 1,8) au voisinage d'une amphidrimie. Pour chaque cas, nous en-
visageons si un tel &coulement est possible : un écoulement est pos--
sible si deux termes, au moins, sont du méme ordre de grandeur.

L'analyse de ces divers tableaux permet dé tirer les conclusions
suivantes :

i) le terme viscosité Ng est toujours négligeable si on admet une
erreur inférieure ou égale 3 un pourcent;
ii) le terme d'advection N, est souvent petit (< 20 %) 1lorsqu'on

se trouve loin d'une région d'amphidromie; il devient par contre
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important pour une amphidromie en eau peu profonde;
iii) le terme astronomique de marée N, est trés petit dans les
régions peu profondes, mais il atteint une valeur non négligeable
dans les régions ol la profondeur est supérieure & 300 métres .
En 1'absence de termes de viscosité, les dquations (3.5) et (3.6)
perdent le caract@re parabolique-elliptique : elles deviennent hyper-
boliques (on pourrait montrer que les caractdristiques de ces équations
sont distinctes et réelles).
Le systéme d'équations régissant le mouvement des marées et des

tempéteés est donc donné par :

ot

(3.5) Ser N UNLVL' =N h' VU - W, ¢f V.U - Ng UL TR
au' — —
~a—t——+N2 u'.vu' +N1 eS/\U'
(3.8) o
bt ¥ '
- N4 gv - NS Vg’ + N5 J‘" léw” _ N.? U Hg ”
i AR ? ? 4= rt
nieps o) T Rt(eES o)
Dans la suite du chapitre, les ' seront supprimés pour simplifier

1'écriture.
Pour résoudre ce systéme, il faut connaltre :
i) les conditions initiales pour u, , u, et T ;
ii) les conditions aux limites. Comme le probléme est hyperbolique
il suffit d'asvoir une et une seule condition aux limites, soit

sur u, , u, ou & . En général, on impose un flux normal d'eau

nul 3 la céte et on donne [ sur la frontidre ouverte.

e e e e T L e R L L L e L e e i e . 52 e s o P e e e e e et e e e B e

La grille spatiale utilisée pour la résolution de la circulation
transitoire est une grille classique adoptée par de nombreux chercheurs
en météorologie et en océanographie [e.g. Hansen (1966), Brettschneider
(1967), Leendertse (1967) Reid et Bodine (1968)7.
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AX1
21 + 2 o x 0 . o
21 o X O x O
5 : § i §
21 - 1 + " N ax,
21 - 2 o M R - .

2d -2 24 -1 2J 2J +1 2J+2

fig. 1.

Les variables 'E1 (uq) sont calculées aux noeuds x , les
variables u, (U,) sont calculées aux noeuds + , et 1'é1lévation ¢
aux noeuds o . Cette grille a l'avantage de simplifier fortement
l'expression des conditions aux limites car on ne devra résoudre
aucune équation 4 la frontiére.

Quant 4 la grille temporelle, nous utilisons une procédure quasi-
classique : les variables 1, (uy) U, (U,) et ¢ sont calculées
au méme instant. La seule,mais importante, di fférence consiste en
l'emploi des nouvelles estimations de U, (Uy) et 1, (U,) deans
le calcul de ¢ . Dans le cas unidimensionnel, 1'algorithme de résolu-

tion est le suivant :

CUME IR
(3.9)
Cn+’l - c-ﬁ:” +4a gn

Au paragraphe 2.7 de ce chapitre, nous demontrons que 1l'algorithme

—n+1 —n n

U4 =auy+byg
n+t _ n n

z =cu +d4d¢

est instable lorsqu 'on utilise des grilles décentrées pour 451 et

g .
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La discrétisation des dérivées est la premidre étape dans la ré-
solution numérique d'édquations aux dérivées partielles. Sans perte de
généralité, nous pouvons supposer les pas spatiaux constants et €gaux.

P J .
Un développement de Taylor donne pour A) soit

04
(3. 10) ouq  uqlxq + Ax) - uqlxq - Ax) + o(a 2)
3- oxy 2 Ax x
soit
duq4 u + Ax) -
(3.11) ug _ mlxg ¥ Ax) = ulxg) e

8x1 Ax

suivant la précision désirée.
En l'absence des forces extérieures qui doivent &tre fournies &
tous les noeuds de la grille numérique (fig. 1), les &quations (3.5)

et (3.8) stéerivent de la maniére suivante :

(3.12) % N, UVL=-U.hV.U-N,z V.U-N, UVh
3t 2 8 2 8
(3.13) M, N GV 4N e AT=-u. v - —ulull
3t 2 1 ¥z 3 7 Ce
h(1+-1:1—c)
C

Pour étudier la stabilité de l'algorithme de résolution, il faut
"linéariser" les &quations ou plutdt geler les coefficients des

dérivées. Elles deviennent alors

(3.14) 2 N, TyVL = - Ny hy VU = N, £, V.U - Ny U.Vh
3t 2 Yo g8 %o 2 50 8
(3.15) %+NQUO.VE+N1 e, AU=-U, V5~ Ny U
avec
u
(3.16) N, = N, ” Oy ~ N,
[¢]
h0(1 +I_1-:CO)

car en variables sans dimension, on a
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flugll ~ 1

Nz, Il ~ 1
(3.17) °

hy ~ 1
et ?;c « hc .

1) La discrétisation temporelle de (3.14) et (3.15) donne

—=n+1_ —n — \n — \n n
ugo-uy 8u1> R Bu1> — 3 >
T e My ) - o, ax,) v W) -0, 3%7
.18 : — \n
(3.18) W, T
—n+1_ —n — AN — \n n
Up — U, — 3u2> _ — 8u2> _ -\ _ 3L >
T =N Yo, x4 No Yo, 0x, Ny ) s 9%,
o1 —_

1 n \" n = \h+l
L LT N L Buy
= - W, u,, ax1> N, ug, 3X2> (Ng hg + N, z,) 7%,

(3.20)  ned
8u2> “NB ur)+‘1 oh - n+1 dh

- (Ng hy + W, g,) 5% , 1 ax, g Yo ox

n indique 1l'indice temporel de discrétisation.

2) Discrétisation spatiale

Les variables 1, , u, et r sont calculées auxnoeuds de la
grille décentrée représentée & la figure 1. Les termes purement linéaires
des &quations sont exprimés en fonction des différences centrées du
type (3.10). Les termes non lindaires d'advection sont en général beau-
coup plus faibles que les autres (voir tableau 1). Il existe cependant
des régions trés localisdes (points amphidromiques en eaux peu pro-
fondes, tableau 3) ol les termes d'advection deviennent aussi importants
gue le terme de‘pression. A ces endroits, la solution numérique donne
des résultats peu satisfaisants pour deux raisons

i) la longueur caractéristique devient infiniment petite;

ii) le pas spatial ne peut &tre réduit au-deld d'une certaine valeur
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pour des raisons économiques (colt du calcul) et technologiques

(la dimension de la mémoire centrale des ordinsteurs).

La singularité au point d'amphidromie ne perturbe pas la solu-
tion numérique aux alentours-car la viscosité numérique introduite par
la discrétisation devient trés importante au voisinage de ce point.
Dans notre travail, les termes d'advection sont discrétisés en utili-
sant un schéma décentré [du type (3.11)] dans l'espace et dans le
temps. Cette fagon de procéder introduit inévitablement la viscosité

numérique suivante
u, Ax

(3.21) v ~

num 2

Pour que 1l'algorithme de résolution reste stable, nous devons
prendre des dérivées avant ol arriére pour les termes d'advection suivant
le signe de u; [e.g. Richtmyer et Morton (1967)]. La discrétisation des
termes _ _

01 3x4 ° 04 9x, °? 0y 9xy

dépend du signe de Eoﬁ :on a

501 >0

_ 3ﬁ1 " u01 (_n —n )
U, = —— (1 - U

04 3x Ax 1 1

1721, 2441 1 21,2041 21,241
t
p— n 7

— 3112) Yoq (.._n n ' )
Yoy 5. = (u, -u

18Xy o0 DX TS 0y 2141,2J-2
— ar \" _ u01 ( n n
%oq axy T Axy Cor,20 " Bor,2i-2 )

21,24
U, <O
0
! T\ 1o,

— 8u1> 04 (._.n n )
Uy, T = - u - u

0 1 1

(S PP BXq o103 21,2041
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n

_— 3-1_1-2> “u01” _.n n )
Uy, = = - — (U -u

0 2 2

1% 01,9 0y bx, 2141,2042  5141,24
_1_1_ 8[: >n - “u01“ ( n _ Cn )

01 8x4 Ax4 521, 2040 21,2J

21,2J

Des relations &quivalentes sont utilisées pour la discrétisation
des termes non linéaires d'advection
— 3-1_11' — Bﬁ—g —_ ac
uoz-ggz 5 u02 3;; s u02 -
Sans nuire & la généralité de notre &tude, nous pouvons supposer
que les vitesses 501 et '502 sont des grandeurs positives. Dans ce

cas, la forme discrétisée des équations (3.18) & (3.20) est la suivante :

—n+1 —_n T 1101 —n —n
u, = u, - N, e (u1 - u, )
21, 2J+1 21 ,2J+1 21,2J+1 21,2J-1
T u
- N, — .92_ (__n - " )
2 TAx Uq Uy
(3 23) 2I,2J+1 2I-2,24+1
N1 T __.n —n —n —n
oy (u,2 +u, +ou, +u, )
21+1,2J+2 21+1,2J 21-1,2J+2 21-1,2J
N3 T n n — N
T TAx (C21,2J+2 - §21,2J> - N T uy REEPT PRI (7,8x)
2I,2J+1
_n+1 —n T u01 (__.n —n
u, =, - I, e u, -u, )
21+1,2J 2141, 2J 21+1,2J 21+1,2J-2
T U
- N _ﬁ_‘gg (Tin —_ ]En )
2 Ax 2 2
(3.2L) 21+1,2J 21-1,2J
Nyt _n —n — —n
- (u1 + U, +uy +uy, )
21+2,2J+1 21,2441 21+2,2J-1 21,2J-1
NS T n n —_n
- - - Tu + T,A
Ax ( 21+2,2J C21,2J) Ng 2 B21+1,2J (1,4x)

2I+1,24



n+1 n t ﬁo'l n n
21,20 Cor,eu” N, ax (¢2I,2J~ 521, 20-2 )
Tu
0o n n
=W~ (Tor 0™ To1p,00 )
' T ,—n+t . n+1
- (g by + W, z,) 7o (uy T Uy )
21,2J+1 ©  2I,2J-1
T —n+1 —n+1
- (Ng by + W, CO)KE(uz T U, )
21+1,2J 21-1,2J
(3.25)
n+1 1
) NS
1721,2J 21,2441 2I,2J-1
/ T 3dh _n+1 _n+1
- Ng 5 ox ) (u2 +u, )
221,24 21+1,2J 21-1,2J
+ Cor,0y (T,Ax)
avec = -
2 25, \" W, Ax 425\
Ajrowm = 5 75 * N, =3 T,
ot™ “21,2441 3X1 21,2J+1
— . .
: o, A% 3231\ at a3
+ N, p T > + N L T T 3
(3.26) © 0X'5 21,2441 0XY “21,2J4+1
TR AxS 7T, \"
i e
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BeI+1,2J T2 2 I 2 ' %
9" “or141,20 Xy 7214124
o, Ax =8252 n Ax2 33c n
+ N, T + N, oL T TS
(3.27) 2 ; 2 %3
X2 21+1,24 2 214124
M2 %, " pB 8RBT\
+ N1 - T 5 + N,' "-é'—' T 5
0X1 1412y %o 7 o141,24
2 .2 4\" Uy, Ax 2_\n u,, Ax 2 _\n
I 3¢t + N 1 T 3z + 0 2 . a7
21,24 2 2 2 2 2 2 2 2
ot 21,24 0X4721,2J - 90Xy 21,24
2 3~ 2 3—  n+1
Ax™ T 8Tuq . AxS T 3T
+ + +
(Ng by + T, Co)( b .3 TTa 3
» X7 X3 21,24
X o n+1
Ax oh 97 u,
s TgT Ty 5
121,00 9%y %100
— 1
Ax° o 225, \™*
e TgT T ax N '
21,24 0x, 721,24
Aot ogs1 s Bori,20 et Co1,0y Teprésentent les erreurs de discréti-

sations. La précision globale de 1'algorithme de résolution est donec
en 1T et Ax ,

Pour des pas spatiaux Ax fixés, l'erreur de discrétisation
reste faible car les termes d'advection sont multipliés par un nombre
sans dimension N, petit (voir tableau 1). Dans les régions trés peu
profondes (h < 10 m) et prds des points amphidromiques;les coefficients
N, deviennent une fraction importante de Ng ou N, . Pour ces situa-
tions bien précises, le schéma décrit dans ce chapitre amortit exagéré-

ment l'onde réelle.
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Si nous admettons une erreur de discrétisation en T et N, 8x ,
les équations aux différences régissant la circulation transitoire se

mettent sous la forme :

T u01 n

_n+1 _n (T _n )
u, =u, - N2 " u, u
21,2J+1 21,2J+1 21,2J+1 21,2J-1
T u
0 n n
- _—2 (T -7
N, ~i% (uy U, )
21+1,2J 21-1,2J
(3.29)
T ,— 0N —n — N —n
+ Ny (W, + U, + U, + U, )
21+1,24+2 21+1,2J 21-1,2J+2 21-1,2J
T n n —n
Ny Ax (C21,2J+2 CZI;ZJ ) Ng uy
21,2J+1
_n+1 _.n T u01 _n n
u, = U, -NZ—-*A-;*‘(uz - u, )
21+1,2J 21+1,2J 21+1,2J 21+1,24-2
T
02 _.n __n
- N, 5% (u, T U, )
21+1,2J 21-1,2J
(3.30)
— N ’ —n — N —_— N
- Ny oy (g oy tu tuy )
2I+2,2J+1 2I+2,24-1 2I,2d+1 2T1,24-1
T n n —n
Vs 55 (Boreo,e0 ™ Cor,00) = Ng W,

21+1,2J
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n+1 n t ~Uto1 n n T uOQ n n
+1 _ 1 . - ( -
So1,00 = Sor,00 " M2 Ty <t;21,2J §21,2J—2) N 3% (C21,2J C2I~2,2J)
T _n+1 o n+1
= (Ng hy + W, ;) e (uy Ty )
21,2441 21,2J-1
(3.31) - (g by + W, g) = T —g )
. : 8 o ¥ Ny ol 3¢ ‘U, 2
2141,2J 21-1,2J
T 3h —n+1 —n+1
- = = +
2 8x1> (u, B )
21,20 21,2441 21,2J-1
T 9h —n+1 —n+1
2 9%, > ( 2 ¥ )
21,2J 2I+1,24 21-1,2J

L'algorithme de résolution décrit ci-dessus est dissipatif car
la discrétisation des termes d'advection induit une viscosité numérique.
Pour réduire cette viscosité et les erreurs de discrétisation,il
faudrait choisir un pas spatial trds petit. Malheureusements ce choix
est conditionné par la dimension de la mémoire centrale de 1'ordinateur
et par nos crédits de recherche. Pour la mer du Nord, le pas spatial
optimum vaut envifon 20 km . En remplacant dans (3.21) Eo et Ax

ar leurs valeurs caractéristiques, nous obtenons
9

(3.32) v ~ 10h /s .

num

Cette viscosité artificielle ne perturbe pas la solution car
nous avons montré,au début de ce chapitre, que le terme physique de
viscosité est négligeable méme lorsque a (~ A u, 2,) est de 1l'ordre
de 10h m? s .

e o o o o 0 o . ke e S et e .t e e e e St e e et e e o s o o e e e o

La stabilité de l'algorithme de résolution établi au paragraphe

précédent est indispensable pour que les résultats aient un sens.
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Il convient de ne pas confondre la stabilité numérique et la
stabilité physique. (En effet la solution numérigue d'un phénoméne gui
est naturellement instable, ne pourra jamais etre stable quelle que
soit la méthode numérique utilisée.)

Pour étudier la stabilité numérique de l'algorithme décrit par
les équations aux différences (3.29) & (3.31), il suffit de considérer

la stabilité numérique du schéma correspondant au systéme différentiel :

duq . duq — fuq _ 5
ot T Mo U 3x TN 1 0x, 3 dx,
au _ 9du du.
dat] o) 5 M2 oy, 25
(3.33) s + N, u, % + N, u, %, N, o,
g o LA duq |, dup
go T Ve g F T M gy = 7 (g Mo + I %) Gy * )

S'il n'en &tait pas ainsi,ou bien la discrétisation serait
absurde du point de vue précision, ou bien il y aurait une instabilité
physique ou encore une instabilité numérique non linéaire.

Von Neumann [e.g. Richtmyer et Morton (1967)] a établi une condi-
tion nécessaire de stabilité pour un systéme d'équations lindaires a
coefficients constants, & pas constant et pdur un domaine infini.
L'expérience montre que ce critére donne une estimation satisfaisante
du pas temporel d'intégration. Le critére de Von Neumann est le suivant :
si un algorithme de résolution est numériquement stable, les valeurs

propres de lamatrice d'amplification vErifient 1'inégalité suivante

(3.34) Ao < 1+ 0(1) Vi

1

ol A, est la i*" valeur propre de la matrice d'amplification.

De nombreux auteurs [e.g. Fisher (1959), Holsters (1961),
Leenderste (1967), Krauss (1974)] ont recherché les conditions de
stabilité pour le systéme différentiel complet, c'est—i-dire comprenant
tous les termes des équations de mouvement méme ceux qui ne sont pas
différentiels. Ils ont obtenu des conditions de stabilité additionnelles

car ils ont utilisé le critére
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(3.35) Ay <1

au lieu de la relation (3.3L4). S'ils avaient employé la condition

réelle de stabilité A; < 1 + 0(t) , ils n'auraient pas trouvé ces
conditions additionnelles. Fischer (1959) donne la condition additionnelle

(3.36) T < llibiu

hf2

ol D est le coefficient de friction, |[lu]l la norme de la vitesse,
h  la profondeur a4 1'équilibre et f 1le paramdtre de Coriolis.

81 la relation additionnelle (3.36) était violée, la discrétisa-
tion serait absurde du point de vue précision. En effet, pour la marée
semi-diurne et pour les grandeurs caractéristiques de D s lul , n

et f , la condition (3.36) donne

(3.37) 1< 0,06 .

TM2

Cette inégalité signifie que le pas temporel ad'intégration doit &tre
beaucoup plus petit que le temps caractéristique du phénomdne &tudiéd.
Violer 1'inégalité€ (3.36) n'entralnerait pas une instabilité numérique,
mais provoquerait des erreurs de discrétisation importantes. La solu-

tion d'un tel algorithme s'écarterait fortement de la solution réelle,

L'étude de la stabilité du schéma numérique est basée sur le A
principe de l'amplification des modes de Fourier. Les modes de Fourier

correspondant & u, , U, et ¢ sont les suivants :

2

n

u U exp(ino At) exp ilIk,Ax + (T + %)kgAx]

1 -
2I,2J+1
(3.38) 11; =V exp(ino At) exp i[(I + %ﬁk1Ax + J k, Ax]
2I+1,24
n - . .
Cor,p0= % exp(ino At) exp il[lk,Ax + J k,Ax]

k, et k, représentent les nombres d'onde dans les directions Xy et

X, . Les équations aux différences correspondant au systéme (3.33) donnent
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en adoptent la méthode de discrétisation développée au paragraphe

précédent
n+1 . n _.n _.n _n . n
T, =1, - (U, -1, ) - G(u1 -, )
21,2441 21,20 +1 21,24 +1 21,2J-1 21,20 +1 21-2,20 +1
n n
B1(C21,2J+2 €2I,2J)
n+1 —n — N — N — —
u, =, - a(u, - u, ) - 8(u, -u, )
(3.39) 2141,2J 2141,2J 2141,2J 2141 ,2J-2 21+1,2J 21-1,2J

n n
= B4(Cori0,00 = Tor,20)

n+1 _ n _ n _ . n _ n - n
Lor,20 = Go1,20 0‘(‘321,& CZI,ZJ-Z) 6(C2I,2J C21~2,2J)

_n+1 __n+1 o n+ — n+1
- 82(u1 - Uy ) - Gg(uz U, )
21,24 +1 21,2J-1 2141,2J 21-1,2J
- u01 T U.Oz T' T T
o @ =Ny 3 8§ =Ny, = 5 By =Ny, By = (Nghy +%Tp) 5o

Pour la simplification des expressions finales, on approchera 8,

- par

o T
(3.41) By ~ (Wg + Np) 4=

car h, et g, sont des grandeurs voisines de 1'unité.

L'introduction des modes de Fourier (3.38) dans (3.39) donne :

"™ =au"+0v" +B 2"

1}

(3.42) v 20U "+ AV +C 2"

n+4 n

ADU "+ AE V" + (A + BD + EC) Z

N
[
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-i0 -18
A=1=-a(l-e 1) =601 -e "2
0 5]
. .94 o . 92
(3.43) B=-2i 8 sin 5 C=-~2ig, sin 5

- . .5y _ . . By
D=-218, sin Y E=-21i B, sin )
61=k1AX 92=k2AX

u" , V' et z" représentent respectivement U exp(ino At) )

V exp(ino At) , 2 exp(ino At) .
La solution numérique obtenue devra &tre stable pour tous les
nombres d'onde, c'est-da-dire pour :

k. € [0

1

1.

.
*AX

La matrice d'amplification G est définie par :

A 0 B
(3.4k) g=|o0 A c
AD AB A+ DB + EC

Les équations (3.42) se mettent aisdment sous forme matricielle :

U U U
(3.45) v =glv] =¢"|v
z 7 \z

Pour avoir un schéma numériquement stable, il est nécessaire que toutes
les valeurs propres de la matrice d'amplification vérifient 1'inégalité
donnée & la relation (3.35).

Les valeurs propres de la matrice G sont les racines A, de

1'équation caractéristique :

(3.46) (A - DI -2 (a+ P—Bz—*——E-Q) +A°] =0,
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1) Premiére valeur propre

A% = a a*

~

ol A 1 - (o + 8) +(acos 8, + 8 cos 62) ~ i (o sin By + 8 sin 6,)

Le carré du module de A, vaut donc

2

1% = C1 = 2(a + 8) + 2(a”+ 6%+ 28)1+2a8 cos(0; - 8,)

+2[1 - (a + 6)1[a cos 6, +38 cos 62] .

I1 est aisé de montrer que HA1H2 est inférieur & 1l'unité pour tout

8 si
(3.47) o+ & <1

avec o et & >0 .
En repassant aux grandeurs dimensionnelles, la condition (3.47)

devient
U, T Ug, T

(3.48) rx  t Thx

<1 .

On retrouve donc bien la condition de Courant.

2) Deuxidme et troisiéme valeurs propres

Avant de rechercher une relation générale entre o , 6 , B,
et B,, satisfaisant la condition A; <1 , il est intéressant

de connaitre cette relation pour le cas simple sans advection.

Sans advection

L'équation caractéristique (3.46) se simplifie fortement dans le

cas ol o =8=0. X, et A4 sont solutions de

2 . 2 84 .2 85 _
AT - 2x [1 - 2848 ,(sin -+ sin '2;)] +1=0

Les racines X, et A, restent dans le cercle de rayon unité si

+ sin /&

8,8,(sin 5 5
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Dans le cas le plus defavorable, c'est-a~-dire pour 0y = B, = m,

on obtient la condition nécessaire de stabilité suivante :

1
(3.49) BBy <35 .

En repassant aux grandeurs dimensionnelles, la condition ci-dessus

devient :

At 1 1
(3.50) S e

Ax ‘/1 + %S. Vo gh

C

Fischer (1959) avait déterminé une condition de stabilité moins restric-
tive :

At 1
(3.51) Z‘}‘C'S

V2 gh

car il ne tenait pas compte de la présence du terme en Co o

Avec advection

Dans le cas général (avec advection), la recherche d'une relation
entre o , 6, B, , B,, 6, et 6, vérifiant (3.34) est difficile.
Pour cette raison, nous nous limitons 3 1a détermination d'une relation
entre les divers paramétres quant aux modes numériques les plus dangereux
pour la stabilité de 1'algorithme de résolution : ils sont caractérisés
par 64 = 0, =m .,

Dans ce cas, 1l'équation caractéristique pour A, et Az devient

(3.52) A2 - Al - 2(a + 8 + 28,8,)1 + [1 - (0 + §)1° =

Les deux racines Ay et X; sont les suivantes

(3.53) Ap =1~ 2(a + &+ 28,8,) % V8B, 8,028, 8,+ 2(a + 6) - 1]
3

Si 2848, + 2(a + 8) < 1, (3.53) se transforme pour donner :

(3.54) Ao = 1 -2(a+ 6+ 28,8,) +2i /BB, v2[1 - 26 18, = 2(a + §)]
3
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Le carré du module des racines Xz et A,

5}
D% = 1 - e+ 8) + ba + 6)F
3
reste inférieur ou égal 4 1'unité si la condition de stabilité (3.47)
est vérifiée.
Les valeurs propres i, et A, sont donc en module inférieures

ou égales 3 1'unité si

(3.55) 28,8, + 2(a + 8) <1
et si
(3.47) a+ 8 <1

En repassant aux.grandeurs dimensionnelles, la condition de stabilité

(3.55) s'écrit de la maniére suivante :

u T u T ———
04 02 / e T 42
(3.56) 2l )t 2l gh (1 + hc) s

Si 1'inégalité (3.55) ou (3.56) est vérifige, l'ihégalité (3.47) ou
(3.49) le sera a fortiori car o , B et § sont des grandeurs
positives.

Afin de tester la qualité de la-condition nécessaire de stabilité
(3.55), nous avons calculé numériquement les valeurs propres de la
matrice d'amplification G pour diverses valeurs des paramdtres. Ainsi,

pour
1

W, wg, N, ug, VW, = kx0T,
les valeurs propres calcules restent inférieures ou égales & 1
jusqu'a VBB, = 0,45 . En remplacant Nz'ﬁo1 , N2‘502 et V/B,B, dans
1a relation (3.55), on trouve 1,125 au lieu de 1 . Le critdre de stabi-

1ité (3.35) établi dans ce paragraphe est donc satisfaisant.

2.5.- Comportement des modes vrais ou modes Ehysiques

La solution des équations aux différences finies se rapproche
d'autent plus de celle des équations sux dérivées partielles corres-

pondantes que la discrétisation spatio-temporelle est meilleure (voir
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p.70). Il convient donc d'étudier le comportement des solutions pour

des petites valeurs de Ax et At .

a) Si Ja discrétisation était infiniment fine, la solution numérique
serait identique 4 la solution différentielle car le schéma de discré-
tisation est consistant. Dans ce cas idéal, les grandeurs A , B et

C,définies par la relation (3.43), deviennent
(3.57) A= B=C=0

lorsqu'on fait tendre At et Ax vers O . En introduisant (3.57)

dans (3.4€), nous trouvons immédiatement que
(3.58) A=Ay =a3=1,

[e] . . N . . v .
Al représente la valeur propre 1 pour une discrétisation infiniment

fine.

b) 51 la discrétisation n'est pas infiniment fine, la solution
numérique différe de la solution exacte (ou différentielle).

Le comportement des ondes calculdes est caractérisé par lemodule et par
la phase des ), . Pour les modes vrais ou modes physigues, nous.
pouvons prendre les développements asymptotiques des valeurs propres

puisque 6, et 0, sont petits.

2.5.1.~ Comportement du premier mode physique

Lorsque 6, et 6, sont petits, A4 est donné par le comporte-
ment asymptotigue suivant

(3.59) A~ 1= 2 (a6h + 66%) - i(an, + se,) .

Le module et 1l'argument de A, sont respectivement :

1 2 2 1
I 0~ 1= 5—(&61 + 86,) + -2—-(@61 + 80,

)2
(3.60)
- (OC61 + 662)

2

2
1 -2 (a0] + 662)

Arg A, ~ Atg
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Cas particuliers

1) a=8=0 En 1'absence d'advection, il n'y a aucun amortis-

sement et aucun déphasage.
2) a =8 et 6, =6,=90

(3.61) (A4l ~ 1 = 06 (1 - 2a)

HX1H <1 car o doit &tre inférieur ou égal a -% pour vérifier la
condition de stabilitd (3.55). La solution numérique sera donc infé-
rieure 4 la solution vraie.

Pour la mer du Nord, la vitesse du courant est au moins 10 fois
plus petite que la vitesse de phase : on a généralement N, ~ 5 X 107",

En adoptant les rapports suivants :

<—A—§) = 0,1 et s = 20
nous trouvons immédiatement :
(3.62) o = 0,5 x 10 ot 6 = 0,31k

et
Al ~ 1 - 0,00kk .

L'amortissement sera donc de O,4h 4 . Quant au déphasage, il est donné

par

- 206
1 - a62

(3.63) Arg ) ~ Atg
Pour o = 0,5 x 10| et 6= 0,314 , le déphasage vaut
(3.63") Arg A ~ 1,8°.

2.5.2.- Comportement des deuxidme et troisiéme modes physiques

Pour la simplicité du raisonnement, nous supposons que les équa~—
tions de mouvement sont faiblement non linéaires. Dans ces conditions,

nous définissons B par :
2 T2
B = Wy Mg .
: As
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Le développement asymptotique de A, et Az se calcule aisément :
1 2 2 2,.2 2 .
x%ﬁ«1 - plaby + 607, + 87(6% + 05)1 - i(as, + §6,)

. 2, .2 1 2 2 2,2, .2 .
+18 A%+ o [1-1 (024 662) - 2 82(02+ 6) - i (s, + 60 )]

deuxiéme mode physique A,

Le module et l'argument de A, sont les suivants :

2,0~ 1= 3 e = 0®)6% + (5 - 62162 - 2 ase. 0,

2 2
(3.64) + B Yo+ 6, (ab, + 86,)]
\ ,
Arg A, ~ Atg [B /é? + ei - (OLG1 + 662)]

cas particuliers

Ao = 1 et Arg . x, ~ Atg B 1/62 + 62
2 2 1 2

11 n'y a pas de déformation en amplitude.

2) 81 a =68 et 6, =86

23
(3.65) I ~ 1 = a6® [(1 - 20) + g /3]
et
(3.66) Arg X, ~ Atg 6 [B ¥2 - 2a] . -

. . 1 . c .
Comme o est inférieur ou égal 3 7, Pour des raisons de stabilité,
l'onde correspondant au deuxidme mode physique sera amortie. Pour

a=5x107°, g= 0,5 et 6 =0,31L4 ,

Il ~ 0,992
et
Arg X, ~ 10,8 °,
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Troisiéme mode physique

Le module et 1l'argument de A, valent respectivement :

1 2
gl ~ 1 =5 La - o) - 2066,6,
- B ef + e% (08, + 66,)]

2 2.2
61'+ (6§ - 6 )e2

(3.67)

Arg A, ~ Atg [- (8 Véf + 05 + ap, + 60,)]

Cas particuliers

o e st

ag =1 et Arg Ay ~ atg [~ 8 /62 + 027
Il n'y a pas de déformation en amplitude.

2) o =8 et 8, =6, =0.

(3.68) gl ~ 1 - a8 [(1 - 20) = 8 V2]
et
(3.69) Arg A, ~ Atg [- 6(8 V2 + a)]

Pour les petites valeurs de B8 , il est évident que 1l'onde
currespondant 4 X5 est amortie. Nous pouvons aisément montrer que
c'est le cas pour tout o et R vérifiant la condition de stabilité
(3.55). Dans le cas le plus défavorable, on a

(3.70) 08° = 1 - lo

1
avee o £ 3.
N

En remplacant (3.70) dans (3.68), on trouve :

gl ~ 1 - a6® [(1-20) - V- hal <1 .

Pour o =5 x 10—2 , B=0,5 et 06 = 0931h1,on a un amortissement de

0,1 % et un déphasage de 13,4 © .,
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2.5.3.- Conclusions

L'étude du comportement des modes physiques a donc permis de

montrer que

a) en 1'absence du terme. d'advection, l'onde calculée ne subit qu'un

déphasage. Comme 6 est petit pour les modes corrects, nous avons

(3.67) Arg A ~ (VT = BLLX,

ou, en repassant aux grandeurs dimensionnelles,

(3.68) Arg A ~ o(t /gn &) .

Pour réduire cette erreur, on ne peut jouer que sur le choix du pas
temporel (le choix spatial n'est pas arbitraire car 6 ='%F Ax  doit
8tre petit pour avoir des modes corrects).

b) en présence du terme d'advection, l'onde calculée est d'une part

amortie et d'autre part déphasée par rapport 3 1'onde réelle.
L'amortissement de 1l'onde calculée restera suffisamment faible

si a et 92 sont inférieures 3 10.~1 . Le déphasage, quant & lui,

n'est pas négligeable. Si une erreur de 10 © sur une période est

admissible, on a

6

it

2m %% ~ 0,23

en prenant

g

0,5 et @ = 0,05 .
Pour avoir un déphasage inférieur 4 10 © , il faut prendre plus

de 28 pas spatiaux pour couvrir la longueur d'onde.

La condition de stabilité (3.55) permet de déterminer le rapport
g; (en variables adimensionnelles) et nous pouvons calculer le pas

spatial lorsque nous nous fixons une erreur admissible pour le déphasage.
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2.6.~ Conditions aux limites

T1 existe deux types de frontidres, la frontidre fermée (cSte)
et la fontiére ouverte ou fluide qui est une ligne de séparation entre
deux régions fluides (par exemple entre la mer du Nord et 1'oc&an

Atlantique).

2.6.1.- Frontiére fermée

L'épaisseur de la couche limite (i?ﬁ 34 la cOte est beaucoup
plus petite que le pas spatial choisi prigcipalement en fonction de
critéres purement techniques (occupation mémoire, temps de calcul).
Pour ces raisons, la condition aux limites s'exprime par 1l'absence de

flux d'eau i travers cette frontiére

(3.71)

2|2,
]
O

ol N est la normale 3 la cOte.

I1 suffit donc d'imposer une vitesse normale 4 la cOte nulle. Pour
pouvoir résoudre les équations aux différences,il faut aussi introduire
des conditions aux limites additionnelles. Les termes d'advection ne
peuvent en effet se calculer sans faire une hypothése sur la valeur du

gradient de vitesse ou de 1'élévation ¢ prés de la cCte.

Pour une frontidre méridienne

2J -1 2J
21 +1 T
21 N
21 -1 ; .

La condition & la limite s'exprime par

n

(3.72) 39 51 pypq = O vn .

Pour une cote 4 droite, les conditions aux limites additionnelles sont

les sulvantes




-84 -

si u, <0,
- n
. ou

N2 uy 5;g = 0
172141, 24
(3.73) )
— gc
N, u, 3x1> =0

si Uy > 0, pas de conditions additionnelles.
Pour une cGte & gauche,

si u, >0,

si u,< 0, pas de condition additionnelle.

L'hypothése du gradient nul 3 la frontidre ne'perturbe que
légérement la solution. En effet,au~deld de la couche limite, les
gradients horizontaux sont faibles et le courant normal 3 la cdte soit
en (2I+1,2J), soit en (2I,2J) est plus petit que le courant paral-
1éle & celle-ci. On a donc :

N, u1) > N, u1)

large cdte méridienne

Comme le terme d'advection &tait déjd petit au large, il le sera a
fortzori prds de la cdte. L'erreur introduite par ces conditions addl—
tionnelles est donc du méme ordre de grandeur que les erreurs de

troncature.

Pour une cOte zonale

2I +1 | N

21

2I -1

20+1 20 2d 41



_85_

La condition & la limite s'exprime par
n

(3.74) uz)ﬂ_wJ =0 Vn .

Pour une cOte "sud", les conditions additionnelles s'écrivent de la
manidre suivante :

S1 u, > 0,

NQ'EZSEJ> =0 Yn
X2 21,2J-1
(3.75) ]
—_ 3{;
n, u, "= =0 Yn
2 2 0%, 21,2 ’

si U, <0, pas de condition additionnelle.
Pour la cdte "nord",

si u, <0
n

W E, o =0 v
2 Yo 5% = n
2721,24-1
(3.75) )
- 9L -
N2 u, 8x2> =0 - Yn ,
21,2J

si u, >0 , pas de condition additionnelle.

2.6.2.~ Frontidre ouverte

Le long d'une telle frontidre, il faut imposer soit U, soit ¢
ou une relation entre ces grandeurs. Habituellement, on préfére recher-
cher 1'élévation du niveau libre plutdt que le courant normal & cette
frontidre. En effet dans les détroits comme le Pas de Calais, il est
quasi-impossible de mouiller des courantométres en raison d'un intense
trafic maritime.

L'é1évation de la surface libre doit &tre donnée & tout instant le

long de cette frontiére. On a
(3.76) = g(s,t)

ol g est une fonction donnée, t la variable temporelle et S 1la

coordonnée curviligne de la frontiére.
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En raison de la structure décentrée de la grille et des termes
d'advection, il faut introduire des conditions additionnelles qui per-
turbent légérement la solution.

Lorsque 1'anisotrope des courants est importante (c'est-i-dire si
U, 2 uc2), nous devons modifier 1'€quation de mouvement (3.15) de la

maniére suivante :

g g p = B (2= B _ () an (1)
(3.77) R R i P Ea P bx, % ax, Mo Ui
(3.78) Jup w2 g 4 g S yl2lg Bup _ al2) 2o _ )=
. ot 1 1 2 1 3x1 2 2 BXZ 3 axz 9 2
avec - .
1\],('1) = Co Ft NSZ) - Cq ftc
U u,
1 2
N(‘l) - uc'} o N(2) - ch t,
? £1u 2 £2u
w2 8% b g2l &L to
(1) [l ol
Ny~ N, £
h0(1 + E—C‘ CO)

Pour la frontiére nord de la mer du Nord

La partie nord de la mer du Nord est caractérisée par une pro-

fondeur supérieure & 100 mdtres et par des roses de marée légérement

asymétriques :

u, =u, =0,15 n/s et u =u,_ = 0,3 m/s .

est €1 Cnord c2
La longueur caractéristique de variation horizontale des courants et de
1'€lévation est voisine de la largeur du bassin. On a donc

A = £ = f = & =l x 05 .
1, 2, = 1, = R 107 n
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L'élévation caractéristique de la surface libre est, selon les cobserva-
tions, proche du métre. En remplagant ces grandeurs dans les expressions

des nombres sans dimension données en (3.79), on obtient :

N(:)N 10!, Né”~ 2x10°2 | N;Z)N 5x10°2 5w~ 104 Né“N 3% 107"

1

2 Mo 3x107",

(1)~ - . (2)N _2- ~y e
2%10°° 5 W~ 5%x10 7 5 W, 55 N

N, ~3 5 N2

Les équations (3.77) et (3.78) se simplifient si nous admettons une

erreur de 1l'ordre de 1 % . Elles deviennent

U4 (1) — _ (1) g (1) —
(3.80) e "W up =l D Ny ',

MWy (2) — (2)— 8u, _ _(2) 3t (1) —
,(3'81) Fral N, u, + N,y 7%, = - N, -—-——-BXQ - Ny 'u,

La nature décentrée de la grille spatiale pose des probldmes quant &

» . - - 13 ————'8—
la détermination de l\Igz)u1 et de N;2) > =2
90X,

frontidre nord,la grille a la forme suivante :

. Au voisinage de la

50 } frontiére ouverte

51

50

I=49

La relation

uq) + Uy) - o
(3.82) ) 50,2 +1 50,2J-1_ , A% 1>

51,24 2 2 Xy /.
H

donne 1'estimation de U, aux noeuds de u, .
En adoptant un pas spatial de 20 km , l'erreur de discrétisation
vaut done 2,5 %, soit 7,5 x 1075 m/s .

La condition aux limites additionnelle s'exprime par :
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uy, > 0 , pas de condition additionnelle.

Les erreurs de discrétisation &tant inférieures 3 3 %7 ne per-
turberont que l€gdrement la solution. Notons cependant que ces erreurs
sont indétectables avec les courantomdtres actuels car leur précision
est de l'ordre de 2 cm/s dans des conditions idZales (ligne de

mouillage rigide, ete.).

Pour la frontidre sud de la mer du Nord

Le Pas de Calais est une frontidre ouverte physique et géographique
de la mer du Nord. Les observations ocdanographiques [e.g. Defant (1961)]
montrent qu'il n'y a pas de point amphidromique dans le Pas de Calais
le courant de marée a perdu la Plus grande partie de son caractdre
rotatif. Lors d'une temp&te, les "filets" fluides sont Egalement quasi
paralléles [Weeminck (1958), Groen et Groves (1966)7].

Dans la discrétisation du bassin de la mer du Nord, on assimile
la région du Pas de Calais 3 un canal dont 1'axe posséde la direction
nord-sud. En orientant 1'axe €, suivant cette direction, la grille

numérique a la forme suivante au voisinage du Pas de Calais

=32 33 34 35 36 37 N
I= o X o X o T
Angleterre + i % + France -
..... SRS SRRSO SUVRUI SRR SO

frontidre ouverte

A partir des observations [Defant (1961), Van Cauwenberghe (1973) 1

nous pouvons aisément déterminer les grandeurs caractéristiques suivantes

h, =30n . =2 m
(3.8L) ° ¢

= 0,1 n/s u, .= 1 m/s

u
¢2

1
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’ m

P
-
it

Lo, = 3 % 10
(3.84%) § J )y ;
3 x 10 m f,, =3 % 10" m

=
-
It

En rempla ant (3.84) dans (3.79) on obtient :

(1 (1), x(2) o 4a=1 (1) 1 )
"’5><1O;1\I2 ~ 10 ;N3~3X1O;N9~3

(
N,
(3.85) -
Nﬁ Ve s S FRLEVE IR TRLEPRNS GV ; i~ 3
En admettant une erreur de 1 % comme admissible, les équations (3.77)

et (3.78) se simplifient

duqg (= _ (1) 3 —

(3.86) R
U,  (2)— (1) — Uy (2)— Uy ST —
(3.87) T + N, uy v N, uy —8‘;'1' + N, uE—B—)Z; = -Ns _5;; - Ny u,

La discrétisation spatiale et temporelle de (3.86) ne pose aucun pro-

bléme. En raison du décentrement de la grille spatiale, le terme de

Coriolis Nge)"ﬁ1 se calcule de la manilre suivante :

{2) (2) ; i 2L du
2 2 4,2J41 4,2J-1 Ax L~1 )
N1 u1)3,2J N1 2 2 8x2

3,2J
L'erreur de discrétisation vaut 3 % (ou 3 x 1072 m/s) en prenant un
pas spatial de 2 X ‘IOlL m .

Une condition limiteﬁ‘_additionnelle est nécessaire pour le calcul

. — 9 e .
du terme d'advection u, 5—3—3 . En utilisant
2

si u, >0,

N, g, 22 .
2 3%,

si W, <0, pas de condition additionnelle,
nous introduisons une erreur de 3 % .

2.6.3.- Conclusmns

Dans ce paragraphe traitant des conditions aux limites,nous avons

montré que :
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1) des conditions additionnelles sont nécessaires pour ie caleul
de certains termes d'advection le iong des frortidres,

2) les erreurs provoquées par la discrébtisation des conditions sux
limites (physiques et additionnelles) et du terme de Coriolis sont in-
férieures & 3 % .

Pour ces raisons, les moddles de marée et de tempéte seront donc
affectés d'erreurs de 1l'ordre de 3 % prés des cOtes et des frontidres

ouvertes.

L'étude des marées et des tempStes 4 1'aide de moddles numériques
n'est pas nouvelle. Différentes techniques plus ou moins svancées furent
utilisées pour résoudre les &quations aux ddrivées partielles. Dans ce
paragraphe,nous &tudions la stabilité et la précision des algorithmes
adoptés par Lauverier et Damsté (1963), Leenderste (1967), Brettschneider
(1967), Heaps (1969) et Koop (197L4). Le comportement des modes physiques
et le critére de stabilité permettent de discuter les avantages et in-

convenients des diverses méthodes.

2.7.1.— Méthode de Lauwerier et Damstd

Lauwerier et Damsté ont développé un moddle mathématique pour
1'étude des tempétes en mer du Nord. Sous forme adimensionnelle, les

équations aux dérivées partielles régissant leur moddle sont les

sulvantes
g, = _
(3.90) st Ug V.U =0
(3.91) £+NeAﬁ=—NV—NU
' 3t 1 %3 3 VG 9

La discrétisation temporelle de Lauwerier et Damsté donne :

(3.92) T - (v
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n

(3.92) = -Nles A W) - Ng(vp)" - Wg U

L'intérét de cet exemple est de montrer que la discrétisation temporelle
(3.92) conduit 3 un algorithme numérique instable,en 1l'absence d'un
paramétre de friction. Les modes de Fourier correspondant a 7, 51 s
U, sont décrits par la relation (3.38).

2
La grille spatiale utilisée est décrite ci-dessous

Ax2

Pour faciliter les calculs, nous supposons Ax, = Ax, = Ax .
Afin d'étudier la stabilité de cet algorithme, nous supprimons le

terme de Coriolis dans (3.92); la matrice d'amplification s'écrit alors

A 0 C
(3.93) ¢={o A D
E F 1
ol A=1-DNgt
= - s I 3 _ei _@_2_
C 21 A Ns sin 5 cos 5
) 0
D=-2i7;££1\15 sinfcos—éi
(3.94)
P S 82
B 21 Ax N8 sin 5 cos 5
e ooy I . 92 91
F = 21 Ax N8 sin ) cos 5 -
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L'€quation caractéristique correspondant 3 la matrice a'amplifi-

cation G est la suivante :
(3.95) (A= 20A-M(1-2) -(FD+ CE)] =0
Pour avoir un algorithme stable,il faut

(3.24) X <1+ 0(1) .

1

La premiére valeur propre A = 1 - Wy © vérifie toujours la condition
de stabilité (3.34).

Les deuxiéme et troisiéme valeurs propres sont solutions de

(3.96) 2 - A1+ A) + (A~ FD ~ CE)

= 0 °
Elles se calculent aisément
2 2
~f No T
- 1 _ T 9 _ <2
(3.97) I A 5
3 ]

avec 5

2 _ Ukt . 284  26p .2 6 2 94

§° = AX2 Ny Ng (sin 5 cos” =+ sin 5 cos” )

A la limite qu raffinement du maillage, le schémas de Lauwerier et
Damsté (1963) est instable car

Aol ~ 1+ e+ 0(xt) > 1+ 0(r)
3 .

pour T et Ax tendant vers zéro.

Pour un pas spatial fixé, les valeurs propres A, et Ag
restent dans le cercle de rayon unité si le pas temporel vérifie
1'inégalité :

Ny Ax®
(3.98) TS e,
2 W,

En variables dimensionnelles, 1la relation (3.98) donne

D ug )

(3.99) T < AXS

hh%g

En 1'absence de friction, le schéma est inconditionnellement

instable. Il ne s'agit pas d'une instabilité physique mais d'une
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instabilité numérique. L'algorithme de Lauwerier et Damsté est '"malsain”
car l'8quation des ondes ne peut se résoudre sans introduire un terme
additionnel de dissipation.

A la limite du raffinement du maillage, on pourrait montrer que
1'algorithme (3.92) conduit toujours & des instebilités et ceci quelle
gque soit la méthode de discrétisation des dérivées spatiales. L'algo-—

rithme (3.92) est done un algorithme mal conditionné.

2.7.2.— Méthode de Heaps

Pour étudier les tempdtes sur le plateau continental européen,
Heaps développa un algorithme numérique.
Modifions légdrement les &quations de Heaps (1969) pour les mettre sous

la forme adimensionnelle :

BUq o= L BT =

5t N1 u, = N3 8x1 N9 Uy

du, - 3z —
(3.100) 5;—-+ N, uy = - Ng'ggz - Ng U,

3 guy | Bugp

ot N (3X1 * 3x2) =0

La discrétisation temporelle de Heaps

_ﬁnﬂ Tl—n 5 n
ol IO =y 9L ) _ = 3"
. =+ W, u.z) N, 8x1> Ng u,)
._n+1 . n n
Lo " uU2_ _ = _ F I ="
(3.101) T = N1 u1) N, 8x2> N9 u2)
"o gn du u,, "t
- N8 (___j.+ .___2)
T 90X 4 0X,

est celle développée par Hansen (1966) et Brettschneider (1967).
La grille spatiale et la discrétisation spatiale de Heaps sont

identiques & celles de Lauwerier et Damsté (1963) (fig. 2).
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Pour 1'€tude de la stabilité numérique et du comporte-

ment des modes physiques, il suffit d'étudier le systime ci-dessous

duy _ 3
ot~ M3 oy,
(3.102) Mp_ g, 2
: ot 3 9x,
2 oy (dur, B,
st g ( + )

8x1 8x2

Les &quations aux différences correspondant au systéme (3.102) sont

données par

—n+1 —n
U1 - U1
21+1,2J+1 21+1,2J+1
T
(3-103) 2 Cs + g Zs 2
1 21+2,24+2 ~ L2140 .09 21,2J+2 ~ 621,24
= - NS«E + + o = + 0(t ,Ax.)
—_—n+ —n
2 T U,
21+1,2J+1 21+1,2J+1
T
(3-10)4') 1 Cn Cn + Cn Cn 2
: 2142,2442 ~ Lo1 . 0j42 21+2,2J = Gor oy
- - e 2 2 2 2 + O T
Ng 3 A e (t, Ax")
n+1 n
Co1,20 = G 21,29
T
—n+1 —h+1 —n+1 —n+1
u 1 - a4 + uq - Uy
-1y g 21+1,2J41 2141, 2J-1 21-1,2J41 21-1,2J-1
(3.105) 28 Ax
ﬁgﬂ _ ﬁgm + .ﬁ.gﬂ _ -ﬁgﬂ
b 2141,2041 21-1,2J+1 - 2141,24-1 21-1,2J-1 §+ o(x ’sz)

On suppose pour la simplicité des calculs Axy = Ax, = Ax .
En introduisant les modes de Fourier (3.38) dans (3.103) 3

(3.105), nous obtenons
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n+l . n
U 1 0 A {10
v =0 1 B v
7 c D (1+ca+zn)) \z/
oo Es 81 8
avec A= 21 N, Ax sin 5 cos 5
) 6
- — 5 Toainy 2 il
B = 21 N3 " sin 5 cos 5
(3.107)
ol gig 2 82
C = 21 N8 Ax sin 5 .cos )
§] 8
- _ A Ty 2 21
D= 21 N8 " sin B cos 5

Pour avoir un algorithme stable au sens de Von Neumenn, il faut
que les valeurs propres de la matrice d'amplification vérifient
1'indgalité (3.35). L'équation caractéristique correspondant i la

matrice dfamplification du schéma de Heaps est la suivante

2 )
(3.108) (1 - A)[x2 - ox(1 + A, ; B )+ 11 =0.

Recherche de la condition de stabilité

Le systeme d'équations aux dérivées partielles ne contient que
des dérivées d'ordre un : pour cette raison,la condition de stabilité (3.3L4)

se simplifie pour donner :

(3.109) A, €1 Vi

1

La premidre valeur propre Ay vérifie toujours (3.109). Les deuxiéme

et troisidme valeurs propres seront dans le cercle de rayon unité si
.2 8 2 6, . 2 8y 2 64

(3.110) - NN, —5 (sin” - cos”™ —= + sin” —= cos —L) <1

Ax2 2 2 2 2

Comme 1'inégalité (3.110) doit étre vérifiée pour tout 64 et tout 6, ,

il faut que
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(3.111) Nally — < 1
Ax

ou en variables dimensionelles
. T2
(3.112) gh ——= < 1,

Ax2

La condition de stabilité (3.112) est moins restrictive que (3.55)
ou (3.56). Le moddle de Heaps est donc intéressant quant au choix du pas

temporel. Pour N; , Ng et Ax fixé

(3.113) T = 1,h1 T ~ 1,h2 T

C
Heaps Fischer Ronday

ol T, est le pas temporel critique.

D'un point de vue théorique, le calcul d'une marde serait,(pour une
méme précision, plus rapide avéc la méthode de Heaps qu'avec la ndtre
car la condition de stabilité (3.111) est moins restrictive que (3.55).
D'un point de vue pratique,l'avantage d'un pas de temps plus important
est contrebalancé par une programmation plus lente et plus lourde en
raison de 1l'utilisation de la grille donnde 3 la figure 2.

En effet pour un point frontiére, l'algorithme numérique de réso-
lution doit &tre adapté 3 la forme de la cdte. Heaps a dU utiliser vingt

algorithmes différents pour tenir compte de la géombtrie irréguliére de

la mer du Nord.

Etude des modes corrects ou modes physiques

Le mode physique correspondant 3 la premidre valeur propre n'est
ni amorti ni déphasé.
Pour les deuxiéme et troisidme modes physiques,nous obtenons

facilement
”A2” =1
3

Arg X, ~ Atg 08 V2 ~ V2 68 .
3

(3.114)

I1 n'y a donc aucune déformation en amplitude et le déphasage est pro-

portionnel au pas temporel.
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Du point de vue du comportement des modes physiques, le schéma de

Heaps et celui développé dans ce travail sont identiques.

2.7.3.— Méthode de Leendertse

Cette méthode fut développée pour étudier les marées dans l'estuaire
de 1'Escaut. Leendertse (1967) appliqua également son modéle & la partie
sud de la mer du Nord.

Les dquations régissant le mod&le sont non-lindaires et quasi-
identiques & celles développées dans ce travail. Pour la simplicité du
raisonnement, nous analysons la stabilité et le comportement des modes
physiques pour un cas linéarisé. _

L'algorithme de résolution de Leendertse est un algorithme basé
sur la méthode des~directions alternées. La grille spatiale est la méme
que celle utilisée dans ce présent travail : il s'agit donc d'une grille
pour laguelle les variables U, , u, et ¢ sont calculées a des
noeuds différents. L'équation caractéristique de la matrice d'amplifica-

tion du schéma de Leendertse (1967), p. Tk, s'écrit sous forme adimen-

sionnelle
2 2
(3.115) (x = 1A + 2x(1 —'E) + 11 =0
avec kK =1+ N3N8 8
a2 8 .2 0o .2 84 .2 8p
§ = sin 2+51n 2+N3N881n 2><s1n Y

Recherche de la condition de stabilité

La premidre valeur propre A, est égale & 1'unit€ quel que soit le
choix des paramdtres. Les deuxiéme et troisiéme valeurs propres sont

solutions de

(3.116) o+ on (1 - 2 5) +1=0,

T+ NN,

les racines A, et A, sont toujours dans le cercle de rayon unité
quel que soit (N3N8) car 8§ =2 0 . Le schéma de Leendertse est donc
inconditionnellement stable. Il s'agit d'un grand avantage quand le

pas spatial doit &tre trds petit (cas des estuaires).
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Comportement des modes physiques

Le mode physique correspondant & la premidre valeur propre ne subit
aucun amortissement et aucun déphasage. Pour les deuxidme et troisidme

valeurs propres, on a

(3.117) HA%II =1
(3.118) Arg A, ~ * Atg 2 i§~§f}—
3 [

Deux cas peuvent se présenter :
1) NyNg 8 ~ 0(1)

I1 s'agit du cas d'un pas temporel petit, voisin du pas temporel

d'un schéma explicite. Nous obtenons facilement
(3.119) Arg A, ~ F Atg V2 68 ~F /2 0B .
3

Pour les modes physiques, le déphasage est aussi proportionnel au pas
temporel. Sous ce rapport, il n'y a aucun avantage 8 utiliser un schéma

basé sur un algorithme semi-implicite.
2) N Ng &> 1

Un tel cas se présenterait si on utilisait un pas temporel trés

grand.

Exemple
81 NNy 6 =2 , on obtient

Arg A ~ Atg 2/2 ~ 70° .

Le déphasage est énorme et la solution ﬁumérique ne représente plus la
solution vraie,

La lourdeur de cet algorithme n'est contrebalancée par aucun gain
de précision. La méthode de Leendertse rend cependant de grands ser-
vices dans certains cas particuliers : moddles d'estuaires par exemple.
Dans ce cas,un algorithme explicite donnerait un pas temporel d'intégra-

tion trop petit.
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2.7.4.~ Mod&le de Brettschneider—Koop

Le moddle de Koop (197h) est une généralisation du modéle de
Brettschneider (1967) et de Hansen (1966). La grille spatiale de ces
deux auteurs est identique 3 celle utilisée dansce travail. Dans le cas
non-linéaire, 1'algorithme de résolution de Koop n'est stable que si on
introduit ure viscosité additionnelle trds importante.

Le but de cet exercice est de montrer que la viscosité artificielle
est introduite pour annihiler les instabilités résultant d'une mauvaise
discrétisation du terme non-linéaire d'advection. Pour la simplicité du
raisonnement, supposons le cas de la propagation d'une onde de marée
dans un canal étroit et peu profond. Les équations régissant ce mouve-

ment sont données par :

— — 2_..

ou 4 - du4q _ Els — d uq

ot T Mo Wiy, T T Ns gy, T Ne T N T3
90X 4

(3.120)

3L Juy 5 X
L'étude de la stabilité et du comportement des modes physiques se fait
toujours sur un systidme d'équations quasi-linéarisées. Le systéme (3.120)

devient

— — 2__
au ou — o“u
__...14.1\] _“1.._N3.3__C.__N9u1+1\]6____1

3t 2 9xy 9% 4 9% 4
(3.121) _

ke dug L _

5t T Vs % 4 * N xy .

Pour 1l'étude de la stabilité, i1l suffit de conserver les termes
différentiels de (3.121). La condition nécessaire de stabilité est
dans ce cas donnée par (3.35). Brettschneider et Koop discrétisent le

systéme différentiel (3.121) de la maniére suivante :

__n+1 —n-1 —n=1 —n=~1 n n
Yor,q” Y141 - - Uore3™ Yo1o9 - N To1.7™ Co7
T 2 2 Ax 3 Ax
—n=~1 —h=1 —n
(3.121) Worst Uprq ™ 2 Yoy 2
N -
+ Ng + 0(t , Ax")
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n+2  _n =n+1 —nyd

- u u n n
Lo %21 =-x 2I+1 2I-1 N Coteo = To1_o
T 8 Ax e "2 Ax

+ 0t ,Axg)

En introduisant les modes de Fourier (3.38) dans (3,121), on obtient

n+1 n-1 n
8] =AU + B Z
(3.122)
Zn+2= o Un+1 + D Zn
avec
2 Ne 1T
. T . 6
A=1-10N, 5= sin 8 + (cos 8 - 1)
Ax Axg
B =~ 2i N &= sin &
(3.123) '
C=-2i Wg i; sin-g

. T .
D—1“1N2_A~X‘Sln6

La matrice d'amplification correspondant 3 (3.121) est donnée par

A B .
(3.124) G 5< >
AC  BC +D

et 1'8quation caractéristique par

(3.125) A2 - XMA+BC+D)+AD=20.

Le but de cette analyse est de démontrer que la discrétisation du
terme d'advection selon une méthode centrée dans 1'espace mais décentrée dans
le temps est une source d'instabilités. En 1'absence de viscositéd
suffisante, le schéma numérique devient instable ou explosif. Nous
n'allons pas rechercher une condition nécessaire de stabilitd pour
1l'algorithme de Brettschneider-Koop mais plutdt une condition suffisante
d'instabilité,

Pour avoir une instabilité au sens de Von Neumann, il suffit que
la norme du produit des valeurs propres de la matrice d'amplification

soit supérieure & 1'unité. Dans ce particulier,il faut
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(3.126) |AD|| > 1

ou erncore

IaDf® > 1 .

En remplagant A et D par leurs expressions (3.123), nous obtenons

(3.127) HADH2 =1+ {(1+ 02 (6% + oF - 28) + o2}
avece
T .
o = N2-Z; sin 0
(3.128)
= IR =
§ =k Ny 5 sin” 2

Ax

Pour qu'il y ait instabilité, il suffit que

2

(3.129) (1 + ag)(62 + o~ ~- 28) + u2 >0 .,

En 1'absence de toute viscosité, c'est-d-dire pour § = O , 1'inégalité
(3.129) est toujours vérifiée et l'algorithme de résolution est instable.
T1 est donc dangereux d'utiliser une telle méthode de discrétisation

car le terme d'advection est source d'instabilités. On pourrait montrer
que, pour une certaine valeur du coefficient de viscosité, les valeurs
propres rentrent dans le cercle unitaire. Koop (197h) a obtenu un schéma

stable en adoptant une viscosité numérique de 2 x 10u m?/s .

2.7.5.~ Conclusions

L'analyse des principaux algorithmes classiques de résolution

nous permet de tirer les conclusions suivantes

i) 1'algorithme de Lauwerier et Damsté est un algorithme instable
en l'absence de frictiong

ii) 1'algorithme de Koop-Brettschneider est stable lorsque le coeffi-
cient de viscosité est suffisant pour annihiler les sources d'instabi-
1lités provoquées par la mauvaise discrétisation du terme d'advection;

iii) 1'intérét d'un algorithme implicite ou semi-implicite est forte-

ment réduit lorsqu'on désire limiter la déformation en amplitude et en

phase de l'onde. Pour les modes physiques,nous avons montré que les
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déformations en phase sont proportionnelles au pas temporel d'intégration
quel que soit 1l'algorithme stable utilisé;

iv) la condition de stabilité de 1'algorithme de Heaps est 1églrement
moins restrictive que la ndtre dans le cas linaire, mais 1'imposition
des conditions aux limites est plus difficile avec la méthode de Heaps.
De plus, Heaps néglige les termes d'advection qui ne sont pas négligeables
dans les régions caractérisées par une faible profondeur.

Pour ces raisons, l'algorithme développé dans ce travail et qui
est une extension de celui de Hansen (1966), nous semble le plus adspté
d 1'&tude des mares et des tempdtes dans une mer continentale peu pro-

fonde.

3.- Méthode numérique de résolution pour la circulation résiduelle

Au chapitre I, nous avons établi 1'équation régissant la circula-

tion résiduelle dans une mer continentale. Elle s'dcrit de la manidre

sulvante
3 13 23 h ., foh W 1 3K 2 58h . f 3h
Aw+'ax1{K 9%, h 8x1+-K 8 K axg} * BXZIK 3%, h 3x24.K 8x1}
(3.130)
Y h_ _ . %h -1 (98, _ 384
=K {8, ox, @23X1} +h K {ax1 3Xz}

ol h est la profondeur en 1l'sbsence de tout mouvement, f la force
de Coriolis,' B la dérivée de f suivant la latitude et K Ile
coefficient de friction qui varie de point en point.

Comme @ est la somme de la tension moyenne de vent et de la
tension de marée (¢f. chapitre II, relation 2.85), le deuxidme membre
de 1'équation (3.130) représente l'ensemble des forces extérieures.

L'équation (3.130) qui régit la circulation résiduelle est résolue
numériquement car la variabilité des coefficients et 1la forme du bassin
emp@chent toute résolution analytique. Nous avons utilisé 1'algorithme
de Liebmann avec sur-relaxation [e.g. Thompson (1961)]. La discrétisa-
tion de 1'équation différentielle (3.130) donne
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opt

= 1,56

1,3

fig. 3.

1,7
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+1_ R w 2 241 9 2+1
Y= ¥rut g {BI,J‘pI,Jm * CI,J "UI,J-1 Dy "’1+1,J * EI,J I-1,J
(3.131) 2
- A b5 FI,J }

ol w représente le coefficient de relaxation, £ 1'indice de 1'ité-

ration, I 1'indice des lignes et J 1'indice des colonnes.
LCS temes A 3 BI,J Py CI,J’ DI,J Y EI,J et FI,\J SOnt leS
sulvants
1.2 1 42
= e + (=
A=2 {(AX1) (sz) }
s (12 __1 23 £ _ 19K _n
BInJ— {(Ax1) 2 quth oxy K dx, K x,; « BJ}LJ
1.2 1 203 £33 _ 103 _h
ot UG T e ox, K ox; x PV
(3.132)
142 1 2 oh fah 13K
P U T el ax, T K ae T K e
_ 1.2 1 23 _f3h _ 13X
F1,07 {(sz) T2 sz[h 9, K 3x, K szj}l,d
. _ /b 98, 384 g oh 5h
FI,J~ {K ax szj K L6, Ix 9 8x1]}I,J

L'erreur de discrétisation pour 1'dquation (3.131) est en Ax®

Le choix du paramdtre de relaxation pose un probléme car la théorie

développée dans le cas trds simple d'une
s'appliquer pour des raisons &videntes

des dérivées premidres, les coefficients

conditions aux limites sont mixtes (parfois Dirichlet, parfois Neumann)

équation de Laplace ne peut

: 1'équation (3.130) contient

ne sont pas constants et les

L'étude empirique de la vitesse de convergence de l'algorithme utilisé

pour le bassin couvrant la partie sud de

w

opt = 1’56

la mer du Nord donne :

et la figure 3 montre la vitesse de convergence en fonction du coeffi~

cient de sur-relaxation.



Chapitre IV

La mer du Nord :
une mer continentale entourée de pays industrialisés,

soumise 3 de fortes marées et & de violentes tempétes

Au chapitre II, nous avons développé des moddles mathématiques
pour 1'étude des marées, des tempétes et de la circulation résiduelle
dans des mers continentales soumises 3 de fortes marfes. Pour des rai-
sons évidentes, nous appliquerons nos modéles 3 la mer du Nord. Avant
d'entrer dans le détail des circulations hydrodynémiques, nous @é-
crirons briévement les caractéristiques géographiques et hydrodynamigues

de la mer du Nord.

1.~ Caractéristiques géographiques de la mer du Nord

Ia mer du Nord est wne mer du nord-ouest de 1'Europe, formée par
1'Atlantique, elle communique avec la Manche et la mer Baltique. Sa
limite nord est approximativement le 618me paralléle allant des Iles
Shetland 3 la cdte norvégienne; sa limite sud est la ligne traversant
le Pas de Calais entre Foreland et le cap Gris-Nez. Dans sa partie est,
il faut définir une ligne de séparation entre la mer du Nord et la mer
Baltique. Pour 1'étude des marées et des temp€tes,nous choisirons le
563me paralldle entre Halsingborg (Sudde) et Kaloe (Danemark) : le

Skagerrak et le Kattegat feront donc partie de notre étude. Pour la
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circulation résiduelle, en raison de la stratification de 1la colonne
d'eau dans le Skagerrak et le Kattegat,nous prendrons comme limite est

la ligne méridienne allant du cap Skagen (Danemark) § la cdte norvégienne.
La superficie du bassin de la mer du Nord (3 1'exclusion du Skagerrak

et du Kattegat) est approximativement 5,8 x 1O5 km2 .

Le bassin de la mer du Nord est caractérisé dans son ensemble
par un trés large plateau continental dont 1la profondeur dépasse rare-
ment 100 métres ., Les bancs de sable sont nombreux dans sa partie sud
et le long des cOtes anglaises, francaises, belges, néerlandaises et
allemandes. La profondeur est de l'ordre de 20 métres et se réduit
encore au voisinage des cOtes et des estuaires. Le long de la Norveége,
le plateau continental semble s'8tre effondréd et on observe un chenal
large d'environ cent kilométres, caractédrisé par une profondeur allant
de 300 a 500 métres . Cette région profonde se prolonge dans le
Skagerrak et s'arr@te dans le Kattegat.

La. mer du Nord est une mer bien connue pour ses fortes marées et
ses violentes temp&tes qui submergent et parfols détruisent les digues
protectrices (par exemple la marée-temp@te de février 1953 fit de
nombreuses victimes aux Pays-Bas). Dans la partie sud (Southern Bight),
la navigation est souvent rendue difficile par les fortes marées qui
empéchent le passage des bateaux de gros tonnage durant la période de
marée basse. Un vent soufflant de la cSte réduit encore la profondeur
utile : & certains moments,l'accds de plusieurs ports importants est
soit dangereux,soit impossible. Les courants de flot ou de jusant sont
aussi trés intenses le long des cdtes du sud de la mer du Nord. Les
chenaux d'accés de certains ports sont inutilisables lorsque le courant
perpendiculaire 4 ces chenaux est trop violent. Le moddle mathématique
établi dans ce travail permettra de calculer la profondeur réelle et
les courants,d tout instant et en de trés nombreux endroits, a partir
des conditions météorologiques.

La mer du Nord est entourée par de nombreux pays industrialisés
qui produisent des quantités &normes de matidres polluantes et qui

"€liminent" ces produits, soit par des déversements massifs en mer, soit
’
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par des rejets dans les rividres. Cet apport de matiéres polluantes
risque de briser le fragile &quilibre écologique. Un trafic maritime
intense dans le sud de la mer du Nord comporte des risques non négli-
geables de collision ou de naufrage. Les plateformes de recherche et
d'exploitation pétrolidres sont soumises & des sollicitations hydrodyna-
miques énormes (vagues de 30 métres , etc.), des ruptures de canalisa-
tion peuvent provoquer des déversements massifs de pétrole brut. Les
conséquences de tels accidents pourraient etre désastreuses pour
1l'écologie et 1l'Bconomie des pays riverains. Le moddle hydrodynamique
établi dans notre travail permet de déterminer les courants qui causent
aussi bien le transport que la diffusion des polluants : un modéle de
dispersion ne peut donc fonctionner sans la connaissance de ces para-

métres.

2.- Caractéristiques hydrodynamiques de la mer du Nord

Pour mieux comprendre la dynamique des masses d'eau, il nous
semble utile de connaitre l'origine des marées et des tempétes dans
la mer du Nord et d'expliquer l'amplification des ondes longues
(marées et tempétes) dans ce bassin. Des mod&les hydrodynamiques simples

permettent d'élucider ces questions.

2.1.- Oscillations libres en mer du Nord

L'étude des oscillations libres permet d'expliquer 1'amplification
des marées et des tempétes en mer du Nord. Son bassin peut étre assimilé,
en premidre approximation, 3 un grand golfe ouvert & sa limite nord.
Déterminons les périodes propres avec

a) un modéle unidimensionnel pour lequel la largeur et la profondeur
du bassin sont constantes;

b) un moddle unidimensionnel pour lequel la section droite du bassin
varie de point en point;

¢) un moddle bidimensionnel intégré sur la profondeur.
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a) Modéle unidimensionnel pour lequel la section droite est constante

La période des oscillations libres dans une baie est donnée par la

formule classique de Merian (1828) :

(4.1) T, = =it
(en + 1) Vgh
ol n = 0,1,2,3,... 4 L représente la longueur de la baie et h sa

profondeur moyenne.

En premiére approximation, la mer du Nord peut &tre assimilée 3
un bassin rectangulaire,ouvert en sa partie supérieure; ses caracté-
ristiques géométriques sont définies par

L= 106.m et h=80m.
En introduisant ces grandeurs dans (L.1), on obtient les périodes

propres suivantes

T, = 39,8 h T, = 13,3 h T, = 7,9 h .

b) Mod&le unidimensionnel pour lequel la section droite est variable

La mer du Nord est divisée en L2 +trongons (fig. 1); les varia-
tions spatiales de la largeur et de la superficie de ces sections sont
données & la figure 2.

La mer du Nord est assimilée, en premidre approximation, 3 un
vaste golfe en communication avec 1l'Atlantique par sa frontidre nord;
on pourralt facilement montrer que l'ouverture du Pas de Calais ne per-
turbe que légérement les périodes propres du bassin.

L'intégration des équations (2.34) et (2.7L4) sur 1la largeur est
immédiate lorsqu'on néglige les forces extérieures, les termes non
linaires et les termes de dissipation. Les équations de ce moddle

unidimensionnel sont données par

09 _ kls
(h.2) T

9t _ _ 129
(h.3) ot B 5x



fige 1e

Grille numérique pour le modéle unidimensionnel
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ol x est la coordonnée curviligne le long de 1l'axe principal (fig. 1),

t le temps et g la gravité. Les grandeurs Q , ¢ , A et B ont

les significations suivantes : Q = Q(x,t) le transport volumique &

travers une section droite, ¢ = g(x,t) 1'élévation de la surface libre

au-dessus du niveau non perturbé, A = A(x) 1lfaire de la section droite

(fig. 2), B = B(x) 1la largeur horizontale de la section droite (fig. 2).
Dans les équations (4.2) et (L4.3),les termes de Coriolis et de

friction sont négligés. Nous examinerons dans la suite l'influence de

ces termes sur les périodes des oscillations propres. |

Recherchons des solutions du type :
(L. k) Q(x,t) = Q(x) sin ot
(L.5) t(x,t) = Z(x) cos ot .

la substitution de (4.4) et (L.5) dans les &quations (L4.2) et (k4.3)

donne :
(4.6) oq = - gA%}ZC'-
et

_ 149
(4. 7) 0L = 3 o

Les équations différentielles (L.6) et (L.T) sont résolues par la
méthode des différences finies enchoisissant unpas spatial de 22500 m .
Les conditions aux limites sont les suivantes

7 = 0 4 la frontidre nord de la mer du Nord,soit au rebord du
plateau continental;

Q est nul 3 l'extrémité sud soit la cOte néerlando-allemande.

ILes fréquences correspondant aux modes normaux ou propres sont
présentées au tableau 1.

Nous constatons, en comparant les résultats du tableau 1, que
les modes 1,2,3,... sont peu sensibles aux variations de la section
droite. Le mode fondamental est fortement influencé par la variation
de la profondeur [la largeur du bassin reste quasi constante (fig. 2)7.
On observe une diminution de 20 % par rapport & la formule de

Merian.
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Tableay 1

Période propre calculée | Rapport Période propre cta.lculee Rapport
Mode avec une section Tn avec une section Th
droite variable — droite constante .
To (formule de Mérian) To
Y Ty = 31,45 heures 1 To = 39,8 heures 1
1 1
1 T, =1 heures —_— T, =1 heures -
1 3,3 2,37 1 3,3 3
1 1
2 = e = -
To 7,70 heures 7,70 To 7,9 heures 5
1 1
3 Ty = 0 heures — Ty = 0 heures -
3= 59 5.5 3= D 7

Influence de la rotation de la terre sur les modes propres

Van Dantzig et Lauwerier (1960) ont &tudié 1'influence de 1a
rotation de la terre sur les périodes propres a‘'un "golfe", Si 1la
vitesse de rotation du bassin est petite et si la largeur du golfe vaut
la moitié de sa longueur, Van Dantzig et Lauwerier ont montré que la
fréquence propre du mode le plus lent est donnée par

2 L

(4.8) g~ oy + 0,50k E#EL‘+ o(f")

ou Og est la fréquence du mode le plus lent pour un bassiq non tournant,
¢ la vitesse de phase, L 1la longueur du "golfe" et £ 1la fréquence
d'inertie ou de Coriolis.

Pour la mer du Nord, nous avons calculd le mode propre le plus
lent en l'absence de toute rotation; la fréquence propre correspondante
vaut
i §

0o = 0,56 x 10

En introduisant Oy et les valeurs des paramétres I s, £ et ¢ dans

la relation (4.8), nous obtenons
o ~0,9x 10+,

Notons que la formule (4.8) ne donne qu'une estimation de la fréquence
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propre car 1'hypothdse de Van Dantzig et Lauwerier (o, » f) n'est pas
entiérement vérifiée.

La rotation de la terre a donc pour effet d'augmenter la fréquence
des oscillations propres. L'influence de la rotation est d'autant moins

sensible que la fréquence o, est grande.

Influence de la friction sur les modes propres

Rao (1968) a &tudié 1l'influence de la friction sur les oscillations
propres dans la Bay of Fundy. Il a montré que 1l'augmentation de la
période du mode propre le plus lent y &tait inférieure au pour-cent. la

formule développée par Rao est la suivante

15 2 2
(%.9) G = \jgg -
2
! h
ol ¢ est la fréquence du mode propre le plus lent en 1l'absence de

0
friction et de rotation, k représente le coefficient de friction sur

le fond, U 1la vitesse horizontale du courant de marée et h la
profondeur. En introduisant les valeurs caractéristiques des grandeurs

k, U et h observées en mer du Nord, on obtient

o ~ 0,546 x WO_M s 1,

La fréquence du mode le plus lent est donc réduite de 0,14 x 1072 g

soit de 2,5 % . La friction sur le fond modifie donc peu la période
ou la fréquence des modes propres les plus lents.

Pour une étude détaillée des oscillations libres dans un bassin
dont les dimensions sont comparables d celles de la mer du Nord, il
faut passer 34 un modéle bidimensionnel qui fait intervenir non seule-

ment la topographie horizontale mais aussi la rotation de la terre.

¢) Le mod&le bidimensionnel intégré sur la profondeur

Au paragraphe précédent,nous avons montré que la rotation de la
terre et la géométrie du bassin influencent fortement les modes propres

les plus lents,qui sont les plus faciles & exciter.
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Krauss (197h) a &tudié les oscillations libres dans la mer
Baltique & 1l'aide de modéles hydrodynamiques bidimensionnels. Il a
montré que cette méthode conduisait 3 de bons résultats. Les périodes
propres calculées avec le modéle bidimensionnel diffSrent sensiblement
de celles déduites des mod&les unidimensionnels.

Pour cette premiére &tude, nous négligeons les termes non
linéaires d'advection. Dans ces conditions, les &quations (2.35) et

(2.75) régissant un moddle hydrodynamique bidimensionnel sont les

sulvantes v

(1.10) g_}_f-ﬁz=_ggi1+od 2 umlga_(um)‘__"r_ij_
(k. 11) g%é+f;1=_ggi2+cd 32”"’”%‘—(1+m)~%&
(h.12) %% * 835?1 * 85552 =

Pour faciliter 1l'analyse des modes propres;nous utiliserons une loi

linéaire de friction soit

(L.13) Tb1 = rlﬂ1 h et sz = r‘ﬁ2 h

ol r est un coefficient de friction qui dépend de 1'intensité des
courants de marée [selon Vangriesheim (1974), le temps d'amortissement
des courants induits par le vent dans la mer du Nord est plus petit
qu'en Atlantique en raison des forts courants de maréel, Le coefficient
r adopté dans ce travail est calculd en supposant un courant de marde
de 0,5 m/s , une profondeur de 80 mdtres et un coefficient de

friction k de 2 x 10_3 . Le coefficient de friection r wvaut donc

r~1,2x 1072 g7 ! .

-~

Le systéme d'équations (4.10) 3 (L4.12) est résolu en utilisant
la méthode aux différences finies exposée au chapitre ITI. En adoptant
un pas spatial de 75 km (fig. 3) et une profondeur limite de 500 m ,
le critére de stabilité (3.51) donne

At < 715 5,
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Le pas temporel choisi est le suivant :
At = 600 s .

Les conditions aux limites sont simples

- vitesse normale & la cdte, nulle;

~ €lévation de la surface libre, nulle, le long de la frontidre nord
du modeéle.

Pour déterminer les oscillations libres de la mer du Nord, nous
avons fait souffler un vent uniforme de 20 m/s pendant une période de
10 heures ; ensuite la masse d'eau, libre de toute force extérieure,
oscillera avec les périodes propres du bassin. Le calcul est poursuivi
pendant deux cents heures. Les élévations en un certain nombre de points
choisis au hasard (25 points) sont stockfes sur une bande magnétique.
Les valeurs de ¢ , ainsi Obtenues, sont multipliées par e?rt pour
Eliminer 1'amortissement en amplitude. En chaque point, 1l'analyse de
Fourier donne 1'amplitude et la Phase des modes propres. Les fréquences

des oscillations contenant le plus d'énergie sont donndes au tableau 2.

Tableau 2

Période Probabilité de présence

(heures) | du mode propre considéré
3,3 0,36
19,16 0,64
14,4 1,00
8,8 0,68
7,2 0,32
6,7 0,28
6,4 0,24
5,5 0,64

L'examen de ce tableau montre que la période 1,4 n est toujours

présente. Cette période correspond & la période d'inertie ou de Coriolis,
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Pour la mer du Nord, la période d'inertie,soit

- 2T
(h.1h) Ti = 20 sin ¢

varie entre 15,4 et 13,8 heures ; @ représente la vitesse de rota-
tion de la terre et ¢ la latitude.

Les modes propres les plus significatifs, c'est-d-dire ceux dont
la probabilité de présence est supérieure & 60 % , sont caractérisés
par les périodes suivantes : 19,16 ; 1h,b 3 8,8 et 5,5 heures .

Radach (1971) a déterminé analytiquement les modes propres de la
mer du Nord en l'assimilant & un bassin rectangulaire de profondeur
constante. Sa méthode lui a permis d'obtenir les périodes propres
suivantes : 24,81 h , 18,93 h , 14,69h , T,13h , 5,77 h , ...
Notre méthode et celle de Radach conduisent & des résultats concordants
pour certaines fréquences : les périodes propres (18,93 h et 19,16 h)
(14,69 h et 1h,hn) , (7,13h et T,2h) et (5,71 h et 5,5 h)
sont assez proches. Les écarts proviennent des différences existant
dans les moddles hydrodynamiques (profondeur fixe ou variable; géo-
métrie des cdtes régulidre ou irrégulidre). Comme nous 1l'avons d&ja
montré4précédemment, le mode propre le plus lent est le mode le plus
sensible aux variations des paramdtres gfométriques et physiques du
bassin. Dans un autre exemple, Radach (1971) a calculé les fréquences
propres dans un "golfe" rectangulaire. Il a montré d'une part, que les
modes normaux pour le modéle bidimensionnel non tournant et pour le
moddle unidimensionnel sont semblables et d'autre part,que les spectres
fréquentiels obtenus par des modéles bidimensionnels tournants et non
tournants sont di fférents. Les écarts importants se situent surtout dans
le domaine des basses fréquences.

Les conclugions de Radach sont donc en parfait accord avec celles

que nous avons déduites de nos mod&les numériques uni- oubidimensionnel.

e e e e o o e e s P e e S5 s, et .t i e s e i e e . o e e S S S S i . ot o o i, O o ek

Dans les dquations générales des moddles hydrodynamiques intégrés

sur la profondeur (voir chapitre II), les termes §&; et &,
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représentent les deux composantes des forces astronomiques de marée.
La th&orie des marées Le.g. Platzman (1970)] indique que la force

excitatrice, soit lunaire, soit solaire, peut se mettre sous la forme

()4.15) g(a)-—- X(a) sin 26(0_) (t) (OL) = 152

ol [|X(ll représente 1'amplitude de la force astronomique de marée,

soit lunaire,soit solaire, et 0 la distance zénithale (géocentrique).

a)

Le module de X(a) vaut (ef. chapitre II)

(4. 16) Hngll = 0,56 x 1071
pour la marée d'origine lunaire,
(L. 17) “Xégll = 0,26 x 1077

pour la marée d'origine solaire.

Le but que nous poursuivons dans ce chapitre n'est pas de recher-
cher les variations spatio-temporelles des marées et des tempétes mais
bien de déterminer la nature et l'origine de ces phénoménes dans la
mer du Nord. Pour cette &tude,nous pouvons simplifier la formulation
mathématique du probldme. Nous assimilerons le bassin de la mer du Nord

un vaste golfe de profondeur constante dont la longueur est supérieure

jurg

©7

la largeur. Dans ces conditions,nous utiliserons wn moddle unidimen-
sionnel.

Comme la mer du Nord est une mer continentale, les marées et les
tempétes peuvent &tre engendrées par des forces agissant a4 1l'intérieur

et & 1'extérieur de son bassin,

2.2.1.~ La marée est-elle engendrée par les forces astronomiques ?

Les conditions aux limites pour un tel moddle sont simples &
exprimer (4.18) et (L4.19) .
£ =0 & la frontidre nord de la mer du Nord; elle coincide avec le
rebord du plateau continental,

u=0 3 l'extrdmité fermée soit la cdte néerlando-allemande.
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la force astronomique de marée est donnée par :
()-l-.20) g = X(a) Sin 20

avec X 1'amplitude de la force de marée légerement réduite par

rapport & la forme bidimensionnelle. Nous prendrons

6 2

1]

(4,21) O,k4 x 10 ° m/s

X (Lunaire)

6

(4.22) X (solaire) = 0520 X 10~ m/s

Fn premiére approximation, nous estimons 6 par :
20 = ot + ¢

ol € est une bhase fonction de la longitude et o la fréquence de
15 marée. L'observation montre que la marée partielle la plus intense
en mer du Nord est la marée semi-diurne. o représente donc la fré-
quence de la marée semi-diurne solaire ou lunaire. Comme les dimensions
du bassin ne sont pas trop importantes, e et X, peuvent &tre pris
constants.
Les équations hydrodynamiques régissant un modgle unidimensionnel

se déduisent aisément de (2.35) et (2.75) lorsqu'on suppose (4.23)

- la largeur et la profondeur du bassin constantes,

- les termes dissipatifs et non linéaires négligeables.

Elles s'dcrivent de la maniére suivante :

u_ _ 8T - Ts
(L.2k) s g5 ¥ X sin (ot + €) + o
9L _ _ 4, 2u
(L.25) ot h ox

La contrainte de cisaillement & la surface est nulle pour 1l'étude des

marées. L'équation (L4.24) se simplifie encore :

Ju ar .
) A S 6
(4.26) St g 57 + X sin (ot + €) .

L'élimination de ¢ entre (L4.25) et (4.26) donne :
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T > 3%
(h.27) 5=+ C —=+ X o cos (ot + ¢)
2 2
ot ax
en posant C = vgh .

La solution générale de (L4.27) est immédiate :
(4.28) T = (& cos kx + B sin kx - ) cos (ot + c)

Les conditions aux limites (L4.18) et (4.19) permettent de calculer les
constentes A et B . Aprés quelques calculs, la solution (L4.28) se

met sous la forme :

sin k (L —Xy sin x (L x )

o 2X >
(4.29) u == po——— cos (ot + g)

~

ol L est la longueur du bassin et k le nombre d'onde, 1i& 3 la
fréquence o et 3 la vitesse de phase C par
(4.30) C=x.

Un calcul analogue donne l'expression de 1'é41évation de 1la surface

libre

_ Xh sin kx .
(h.31) C %5 oos L sin (ot +€) .

Les expressions (4.29) et (4.31) représentent une onde stationnaire
dont le nombre de noeuds et de ventres dépend de la valeur du nombre
d'onde k . Au paragraphe précédent,nous avons &tudié les oscillations
libres dans un golfe. En exprimant k en fonction de la période du

mode propre le plus lent, la solution (4.31) devient :

. TV
sin — y
Xh 2 .
. = e e—— +
(k.32) z ¢ sin (ot + ¢)
2
T
= X = 0

avec y ) et \Y T_

L'élévation ¢ ainsi que la vitesse 1 entrent en résonance

quand la période du mode propre le plus lent est un multiple entier impair



de la période de la marée. L'élévation croit avec la profondeur car la
force astronomique de marée est une force de volume.

Pour la mer du Nord, le mode propre le plus lent est caractérisé
par une période de 39,8 h (voir paragraphe précédent). Un simple cal-
cul permet d'estimer 1l'amplitude maximale de la marée engendrée par les

forces astronomigques

= 0,03 nm

z;1“”max

pour la marée lunaire et
Csol = 0,008 m
max

pour la marée solaire, lorsqu'on prend L = 106 m et h=280mnm.
Liamplitude maximale de la marée astronomique est donc trés
faible. Comme l'observation montre que l'amplitude de la marée semi-
diurne est partout supérieure & 20 cm , nous pouvons en déduire que la
marée d'origine astronomique n'est pas la cause fondamentale des fortes

marées observées en mer du Nord.

0.2.2,- La marée est-elle engendrée par la marfe océanique ?

La marée ocdanique, créée dans 1'Atlantique par les forces astro-
nomiques, fait osciller la frontiére nord de la mer du Nord. Des mesures
trds récentes [Cartwright (1976)] montrent que 1l'emplitude de la marée
semi-diurne lunaire, la marée partielle la plus intense, est voisine de
0,50 m le long du rebord du plateau continental.

En assimilant encore la mer du Nord & un golfe allongé et en
reprenant les hypothéses simplificatrices (L4.23), les équations de

mouvement sont les sulvantes :

du _ _ _9g
(h-33) a.t - g ax

8 . _, du
(4.34) ot h ox °

Les conditions aux limites pour ce probléme sont données par

(Lk.35) u(L,t)
(4.36) z(0,t)

0 pour tout t

a sin (ot +¢) .




La solution des équations (L.33) et (L.3L4), en tenant compte des condi-

tions aux limites (4.35) et (4.36), s'obtient facilement

(4.37) U= - —%‘3 Slnclés(l)c{Lh L) cos(at + ¢)
et
(4.38) ¢ = g 598 k (% - L) sin (ot + ) .

cos kL

L'€lévation de la surface libre et la vitesse deviennent infinies quand
kL = n-% ol n est un nombre entier impair.

En exprimant Xk en fonction de la période du mode propre le plus
lent, la solution (k4.38) peut encore se mettre sous la forme :

m

cos 2?~(y - 1)
(4.39) L = a sin (ot + ¢)
cos -
, T
= X —]
avec y = T et v T,

T, est la période de la force excitatrice et T, la période du mode
propre le plus lent. Pour la mer du Nord, Ty vaut 39,8 heures .
Liamplitude de 1'élévation 3 la frontidre sud du bassin, soit la

cOte allemande, donne (voir fig.l4): ¢z = 1,62 m pour la marde semi-

max
diurne lunaire,en adoptant les caractéristiques géométriques de la mer

du Nord sulvantes

L = 106 m et h=8m.

Comme le nombre v = %f est sup€rieur & 3 (exactement 3,2),
1'élévation de la surface libre aura deux lignes wnpodales. Si nous
passions 4 un modéle bidimensionnel faisant intervenir la force de
Coriolis, ces deux lignes nodales dégénéreraient en deux points amphi-
dromiques. Comme 1'observation [Proudman et Doodson (192L4)7] montre qu'il
existe deux points amphidromiques et que 1'amplitude de la marée semi-
diurne lunaire est de 1,30 m prés de la cdte allemande (Cuxhaven),
nous pouvons conclure que la marée en mer du Nord est engendrée par la

marée Atlantique. L'amplification de la marée en mer du Nord provient
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de la géométrie de son bassin; en effet la période de son mode propre
le plus lent est presque un multiple enticr impair de la période de 1la

force excitatrice.

2.2.3.- Origine des temp@tes ¢t position de 1a fronticre nord des

modéles en mer du Nord

Les dépressions barométriques associfes & toute onde de tempgte
provoquent d'une part une élévation directe de la surface de 1'eau et
d'autre part des vents violents. En mer du Nord, la plupart des violentes
tempétes sont associbes i de fortes dépressions qui se déplacent du

nord de 1'Ecosse vers le Danemark (fig. 5) et les observations

fig. 5.
Carte synoptique du temps le 1er février 1953 a 00,00 h
Le déplacement de la dépression est indiqué en traits interrompus



- 125 -

météorologiques montrent que le coeur de la forte dépression de tempéte
se situe au voisinage du rebord du plateau continental. Lorsqu’on se
déplace vers le sud,l'amplitude de 1l'onde de temp@te croit rapidement
en raison du fetch.

Si 1a frontidre nord du moddle mathématique est une ligne située
3 1'intérieur du plateau continental (fig. 6), il faut connaitre 1'é1lé-
vation de la surface libre & tout instant. Dans ce cas,la tempéte est
engendrée d'une part, dans le bassin couvert par le modéle et dlautre
part,d l'extérieur du modéle. Pour viter ces difficultés, on déplace
la frontidre nord du modéle jusqu'au rebord du plateau continental,
Groen et Croves (1966), Heaps (1965), (1967) ont montré qu'on pouvait,

en premiére approximation, supposer
(L.Lo) g, = O pour tout t ,

le long du rebord du plateau continental. ¢, représente 1'€lévation
de la surface résultant du champ de vent. Dans le mer du Nord, les
variations de niveau doivent &tre attribuées aux effets produits par
les vents,plutdt qu'aux chéngements de la pression atmosphérique. Heaps
(1965), (1967) a montré que 1'effet barométrique peut &tre calculé par

la formule statique
' 1
(h.41) pt, = = (5, - p,)

od p, représente la pression atmosphérique a l'instant t et p, la
pression atmosphérique moyenne sur une période d'environ 30 jours .
Az, est la dénivellation provoguée par ile changement de la pression
atmosphérique.

L'équation dynamique d'une temp@te dans un bassin allongé est
donnée par 1'équation (L4.24) modifige (on annule la force astronomigue
de marée). Elle est la suivante

a0, T

En assimilant 1l'onde de tempéte & une onde longue de période T

et en prenant, pour simplifier, une loi linfaire pour la contrainte de
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vent, 1l'équation (L4.42) se transforme et donne :

u_ _ 8 . (2m
(4.L43) = " 85t Y sin (T‘ + €)
P -
ol Y = —g— (1 + m)Cd Wgh 1 .

Pour un moddle mathématique couvrant tout le plateau continental,
les conditions aux limites s'exprime par une vitesse normale & la cOte
nulle et par une élévation nulle de la surface le long du rebord du
plateau continental.

La solution de (4.25) et de (L4.43) est immédiate avec ces condi-
tions aux limites

v

sin =~y
p . 2
(L. Lk) z =2 (1 +mCy 2 sin (21 + g) WgT
p m T
cos —-
2
ve =X A v o= Lo
avee LA et T

Pour une tempéte caractérisée par T = 18 h et W, = 4O m/s ,
1'é1évation maximale vaut 1,74 m . Cet ordre de grandeur est tout &
fait réaliste. La tempéte en mer du Nord est en grande partie engendrée
3 1'intérieur de son bassin,lorsque la limite nord du modéle coincide
avec le rebord du plateau continental.

L'hypothése (L4.L40) n'étant valable qu'en premidre approximation,

by

supposons le bassin de la mer du Nord soumis & une force périodique du
type :

(4.45) £(0,t) = a sin (BZ% + ¢)

oi a représente l'amplitude de la variation de la surface libre le
long du rebord continental et T la période de l'onde de tempéte. Les
observations [e.g. Heaps (1969)] semblent indiquer que 1'€lévation de
la surface libre, soustraction faite de la composante barométrique, le
long du rebord du plateau continental est de l'ordre de 0,1 m lors
des violentes tempétes. En remplacant a par sa valeur approchée dans
(4.39) et en y recherchant le maximum, nous obtenons

C = 0,32 m ,

max




- 128 -

Cette €1€vation est donc largement inférieure 3 1'élévation pro-
duite par la contrainte de vent soufflant sur la surface de la mer du
Nord. |

Lorsqu'on considére un moddle mathématique couvrant tout le
plateau continental, nous pouvons, en bonne approximation, supposer
une &lévation, induite par le vent, nulle le long du rebord continen-
tal. Dans ce cas précis, la tempdte est une tempéte interne 4 la mer
du Nord.



Chapitre V

Applications des modéles hydrodynamiques non stationnaires

d 1'2tude des marées et des temp@tes en mer du Hord

Les moddles hydrodynamiques établis au chapitre II devront &tre
testés et les résultats des simulations numériques (&lévations de la
surface libre et courants) comparés aux observations de marée et de
tempéte.

Corme les marées jouent un rdle prépondérant dans la dynamique
des masses d'eau en mer du Nord, nous consacrerons tout d'abord notre
étude & la simulation numdrique de la marée partielle la plus intense
la marée semi-diurne lunaire. Le but que nous nous sommes Fixé dans ce
travail n'est pas de retrouver ou de reproduire toutes les caractéris-
tigques de toutes les marées partielles mais plutGt de développer un
moddle qui permettra de les retrouver. On se limite donc a4 1'étude de
la marée semi-diurne lunaire.

La violence des btemp@btes en mer du Nord est connue depuis des
sidcles; nous montrerons dans la troisiéme partie de ce chapitre que
le moddle hydrodynamique permet de simuler correctement les €lévations

de la surface libre,induites par la tempéte de novembre 1973.

1.- Modéle hydrodynamique développé pour l'analyse des marées et des

tempdtes en mer du Nord

Les équations générals (2.35) et (2.75) régissant le mouvement des

ondes longues,peuvent se simplifier 1légérement dans le cas de la mer du
19 g

Nord.




_130_

En effet, au chapitre III, dans le paragraphe traitant de 1'analyse
des ordres de grandeur, nous avons montré que les termes de viscositéd
turbulente et de cisaillement é&taient négligeables, pour autant qu'on
ne s'intéresse pas aux phénomdnes caractérisés par de trds petites échelles
(de 1'ordre de 102 a 103 m). En annulant ces termes, les équations
(2.35) et (2.75) perdent leur caractdre parabolique-elliptique et
deviennent hyperboliques.

En nous basant sur l'analyse des ordres de grandeur des termes
de 1'équation (2.75) et sur les résultats du modéle unidimensionnel
développé au chapitre précédent, nous pouvons négliger les forces as-—
tronomiques de marée. L'erreur ainsi introduite est de 1l'ordre de

2 ¢cm .

Une telle erreur est-elle détectable 2

Les marégraphes cbtiers classiques ont wne précision de 10 5

3 10_2 s suivant la qualité des appareils utilisés et 1'amplitude de
la marée. Les mesures de courant sont bpar contre beaucoup plus impré-
cises car les courantographes® utilisés par les services hydrographiques
sont tous basés sur un principe mécanique. Le seuil de réponse est de

1 em/s  avec les meilleurs appareils et de 2 3 3 em/s avec des
instruments moins sensibles. Les courantographes devraient &tre fixés
rigidement sur un support reposant sur le fond. Malheureusement, pour
des raisons techniques et &conomiques, ce n'est généralement pas le cas
(on installe depuis peu des courantographes sur les plateformes de
forage pétrolier ou encore sur des "piquets” — sorte de pieu enfoncé
dans le sol — dans les régions cStidres). Les courantographes sont
généralement fixds sur une ligne de mouillage maintenue verticale par
wm flotteur sub-surface (fig. 1). La mobilité du cible est la cause
d'une erreur dans la mesure du courant. Selon les experts, elle peut

aller jusqu'a plusieurs centimdtres ar seconde pour l'instrument le
d 1Y P

1. Si on se réfere & la littérature, on peut utiliser aussi bien le vocable courantographe que le
vocable courantométre,
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pPlus proche de la naviface. Pour ces raisons, les mesures fournies par
les appareils sont affectées dferreurs de 1'ordre de guelques pour cent.
L'erreur commise en négligeant les forces astronomiques de marée est

4 la limite de précision des instruments.

En supprimant le terme de viscositéd et les forces astronomiques

de marée dans les &quations de mouvement (2.35) et (2.75) , nous

obtenons

3z — —
(5.1) St UVH+ HV.U=0

9~ — - Dy, Coo WMl p_
(5.2) et UVu+ fe,Au= V(g§+p)+ 5 Hu“u”
avec H=h + ¢ 1la profondeur instantanée et Cip = %f—(1 + m)C,

Le choix du pas spatial dépend de plusieurs facteurs. Lorsqu'on
désire une grande précision dans les résultats,il faut que le moddle 4
reproduise avec une grande fidélité la géomdtrie des cBtes et du fond.
I1 faut donc choisir un pas spatial d'intégration petit. Les équations
(5.1) et (5.2) ne peuvent se résoudre analytiquement pour des raisons
évidentes (non lindarité des équations, variabilité des coefficients,
géométrie irrégulidre du bassin). Les scientifiques qui doivent résoudre
numériquement des équations aux dérivées partielles ont trés souvent
des moyens limités : les ordinateurs dont ils disposent ont une "capa-
cité mémoire" limitée et les crédits de recherches sont aussi limités.,
Un compromis entre la précision et le cofit de caleul doit &tre trouvé.

Dans l'analyse des ordres de grandeur des différents termes des
équations de mouvement (cf. chapitre III), nous avons montré que le
terme de Coriolis est un des termes les plus importants : il convient
donc de le calculer avec une précision suffisante. Comme la mer du
Nord s'étend du 518me au 6718me paralléle, le facteur de Coriolis
f donné par (2.28) varie entre 1,1k x 10‘h et 1,28 x 10mh g .

Cette variation n'étant pas négligeable, nous introduisons dans notre
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moddle un terme de Coriolis dépendant de la latitude. Le systéme de
coordonndes le plus approprié & notre étude sera le systéme de coor-
données sphériques.

Les cartes marines sont en général basées sur le principe de la
projection de Mercator ol une méme distance entre deux points dépend
de la latitude de ces points (1'utilisation des cartes de Mercator est
cependant limitée aux latitudes moyennes; aux latitudes &lévées, des
projections stéréographiques sont plus appropriées). Pour résoudre
numériquement les &quations (5.1) et (5.2),nous utiliserons une grille
3 mailles rectangulaires dans le systéme de projection de Mercator
(fig. 2). Le pas spatial optimal — compromis entre la précision désirée

et la limitation de notre budget — est le suivant

20 7

il

AX
A = 20 !

o0 A représente la longitude et ¢ la latitude.

Le pas spatial nord-sud, variable dans le systéme de projection
de Mercator (fig. 2), est constant; le pas spatial est-ouest, fixe dans
le systéme de projection de Mercator (fig.2), diminue quand la latitude
augmente. Le pas spatial le plus petit se situe a4 la latitude du 618me

paralléle, il vaut approximativement :
Axy ~ 18 km ,

x, représente la coordonnée est-ouest.

Le pas temporel ne peut 8tre choisi arbitrairement. La précision
et la stabilité de l'algorithme de résolution (voir chapitre III) nous
obligent 3 prendre un pas spatial petit, vérifiant 1'inégalité (3.56)
sulvante :

(5.3) ) (Se 28

Ax

Loyt — At-2
)+2[(1+h)/g_hAXJ < 1.

Pour wn pas spatial déterminé, le pas temporel satisfaisant (5.3)

décroit avec la profondeur h , la vitesse du courant u, et 1'€1é-

vation de la surface libre ¢, . Pour h , u, et ¢, fixés, le pas




fige 2.

6rille numérique utilisée pour la simulation de la marée



- 135 -

temporel décroit avec le pas spatial. Etudions briévement la variabilité

spatiale du pas temporel critique dans la mer du Nord.

a) Dans les eaux peu profondes

Les courants sont intenses et 1l'amplitude de la marée est une
fraction non négligeable de la profondeur. En remplagant les grandeurs

caractéristiques

u,=2m/s ; ¢ =1m; h=10m; Ax, =23 km pour ¢ = 52° 30!

[¢3

dans (5.3), on obtient

b oat 4,5 x 1077 Mm% <1 .

3,5 x 10
Le pas temporel critique est le suivant :

At ~ 1150 s .

critique

b) Dans les eaux profondes

Les courants et les &lévations de la surface libre sont générale-—

ment faibles. On a

u, = 0,bm/s 3 z_=0,5m; h=300m; Ax, = 18 km pour ¢ = 60° 30°

(¢}

Le pas temporel critique est solution de
8,9 x 1077 At + 1,82 x 107 M° = 1.
On trouve aisément

=232 s .

critique

Comme notre algorithme numérique doit &tre stable pour tous les
points de notre grille numérique, il doit 1'&tre dans les conditions
les plus restrictives, c'est-a-dire pour le plus petit pas spatial,
pour les plus grandes profondeurs et pour les courants intenses.

Nous é&liminons tout d'abord les quelques rares points ou la pro-
fondeur est supérieure & LOO m : 3 ces endroits la profondeur est
supposée égale & 40O m . En admettant les bornes supérieures et in-

férieures sulvantes
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Axy = 18 km ; u =1 m/s C,=1m et h=L40m,

[

et en introduisant ces grandeurs dans (5.3), nous obtenons :

(5.4) At ~ 19k 5 .

critique

Le pas temporel ainsi calculé vérifie la condition nécessaire de
stabilité de Von Neumann (voir chapitre ITI) dans le cas d'équations
aux dérivées partielles quasi-linéaires & coefficients constants.
L'expérience numérique montre que le pas temporel doit 8tre réduit
pour tenir compte des non linfarités et des variations parfois brutales
des coefficients des &quations aux dérivées partielles. Personnelle-
ment,nous avons réduit le pas spatial temporel de 20 % . Pour des
raisons de commoditd, nous avons choisi un sous—-multiple de la période

de la marée semi-diurne lunaire. On & donc

(5.5) At = 123,43 5 .,

Dans le systéme des coordonnées sphériques, les dquations (5.1)

et (5.2) deviennent :

om o 5w H g 3 (Ug Hyy
(5.6) st v e Gy )ty a9 (w0} =0
ouy M duy |, ug Buy -
5.7
.M 5 Pay, Cio _D 3
== M{gc+p}+ Ll 7wy
2y +<M.{ My, Yp g FN WS} + 20
(5.8) ot & A Tm e PN W N ua
° .1 3 Pa, , Cio I
=% g e H R = W - uy full
3 M= — N = si o —p—‘"‘(1 )
ou = “os b s = gin ¢ 10 = +mCd

A et ¢ représentent respectivement la longitude et la latitude; uy,
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et u, sont les deux.composantes de la vitesse moyenne sur la profon-
" deur sulvant les axes X et ¢ .

Les édquations (5.6), (5.7) et (5.8) sont résolues en adoptant la
grille numérique définie précédemment. Pour la simulation de la marée !,
les limites géographiques du modéle sont les suivantes

- le Pas de Calais,

- le 568me paralldle allant des cOtes danoises aux cOtes
suédoises, '

- le paralléle passant par Fair Isle pour le mod&le de marée,

~ le 618me paralléle qui longe le rebord du plateau continental
pour le mod&le des tempétes.

La grille numérique couvrant la mer du Nord, le Skagerrak et le
Kattegat a les dimensions (53 x 99) . Comme les variables u, , U4
et ¢ sont calculdes en des noeuds différents (voir fig. 1), 1l'occu-
pation optimale de la mémoire de 1'ordinsteur consisterait 3 prendre trois
matrices de (26 x 49) pour représenter u, , u, et r . Pour faci-
liter la programmation du probléme, nous préférons utiliser une matrice
de (53 x 99) contenant aussi biem u, , ug et ¢ : suivant la
parité des indices,on obtient,soit un point wu, , soit un point u,
soit encore un point ¢ . L'occupation de la mémoire n'est &videmment
pas optimale, mais comme on ne change pas de "classe" dans le systéme
de gestion de l'ordinateur IBM 370/158 de 1'université de Lisge, il

n'en résulte aucune dépense supplémentaire.

Les équations (5.6), (5.7) et (5.8) étant hyperboliques, il
suffit d'avoir une seule condition aux limites, soit sur la vitesse,
soit sur 1'é1évation. Selon la nature physique de la frontiére du

bassin, nous devons imposer des conditions différentes.

1. Pour la simulation de la tempdte, nous utiliserons une autre grille numérique, Ses limites
géographiques seront discutées au paragraphe 3.
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a) Le long des cdtes

Nous supposons un flux d'eau normal & la cdte nul. Cette condition

s'exprime mathématiquement par :

ou
(5.9) T 0

ol N désigne le vecteur normal unitaire pointant & 1'extérieur du

modéle. Pour une cSte méridienne,nous imposons
(5-10) U, = 0
et, pour une cote zonale,

(5.11) u, =0,

b) Le long des frontidres & la mer ouverte’

Nous pouvons imposer, soit le niveau perturbé ¢ ,soit le courant
moyen sur la profondeur ﬁ'a soit encore une relation entre ces
variables. Le choix de la condition aux limites sers discuté en détail

dans la suite de ce chapitre.

2.- Simulation de la mardée semi-diurne lunaire

Defant (1961) a introduit le Form Zahl facteur qui permet de
décrire la courbe marégraphique journalidre. Il est d&fini par
Kv 0
My, + 8,
ol M, et 8, représentent respectivement 1'amplitude de la marde
semi-diurne lunaire et solaire; Oy est 1l'amplitude de 1la composante
diurne principale lunaire et K4y la composante diurne luni-solaire

déclinationnelle. Les pdriodes de ces diverses marées partielles sont

1. Dans la littérature anglo-saxonne, on désigne de telles frontidres par 1'expression open sea
boundaries.
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les suivantes (cf. Tables des constantes harmoniques de Monaco)

25 h 49 min

it

3
i

12 h 25 min T

23 h 56 min .

]

T. =12 h T

Si on se réfire auxobservations (Tables des constantes harmoniques de
Monaco), le Form-Zahl facteur est partout inférieur & 0,25 [a
1'exception de deux stations,lowestoft (0,3k) et Fair Isle (0,28)1.
Selon la classification de Defant,la mer du Nord est caractérisée par
un régime semi~diurne. A partir des observations, nous pouvons encore
calculer la contribution de la marée partielle semi-diurne lunaire dens
1'amplitude de la marée observée aux vives eaux; elle est la suivante :

- dans le nord de la mer du Nord (16 +7%) ,

- dans le sud de la mer du Nord (78 + 4 %) .

Pour ces raisons,l'analyse des caractéristiques de la marée M,

I+

fournira des renseignements trds utiles sur les phénoménes associés

3 la propagation de la marée totale.

2.1.- Equations_du modSle de marée

e e e e P P e P o o o e o S i e o S P S S B S G Tt P

Pour 1'étude de la marée semi-diurne lunaire, nous annulerons
les termes d'origine météorologique dans les &quations (5.7) et (5.8).

Dans ces conditions,le moddle de marée est régi par le systeéme d'&qua-

tions
oH M 8 my Hy 1 Mg Hoo
(5’6) 3t+a{3}\(M)+M3¢(M)}—O
—B—EL' .1\_4 au}\ F_Q. Buh_ _
(5.12) ot M T ag N Wt -ee N
| SE %Dy g
a ax H A
(5.13) % TalUamy T H —234, + N uy} + 20 N uy
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2.2.- Conditions aux limites

a) Le long des cotes

Les conditions aux limites sont pour

- une cote méridienne
(5.10) u, =0

- une cOte zonale
(5.11) ug =0 .

b) Le long des frontidres 3 la mer ouverte

Nous devons imposer soit 1'8lévation, soit la vitesse, soit encore
une relation entre ces deux grandeuis. Ces informations sont donndes
par l'observation ou par les résultats de simulations numériques pro-
venant d'un autre modéle, caractérisé par une grille 4 plus larges
mailles. Pour la détermination des marées dans le Southern Bight, les
conditions aux limites du moddle 3 petites mailles (voir section 5 du
chapitre VI) sont données par les résultats de simulation d'un modéle

mathématique couvrant 1'ensemble de la mer du Nord.

La frontidre sud : le Pas de Calais

L'intense trafic maritime dans le Pas de Calais rend le mouillage
de courantometres difficile et 1'expdrience nous apprend que la proba-
bilité de récupérer les enregistrements et les courantométres est tras
faible. On pourrait songer 3 mettre le courantométre prés du banc de
sable Varne, malheureusement les mesures faites 3 cet endroit ne sont
pas significatives &tant donné 1la grande sensibilité des courants
vis—d-vis des variations de profondeur. Pour ces raisons,nous ne
choisirons pas la vitesse moyenne sur la profondeur comme condition
limite.

L'élévation périodique de la surface libre est mesurée avec pré-
0131on le long des cBtes de la Manche. L'amplitude et 1la phase de la
marée partielle semi-diurne lunaire & Douvres et Calais sont données dans

les Tables de constantes harmoniques. Comme 1'observation
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[Van Cauwenberghe (1973)] montre que les lignes cotidales et d'égale
amplitude de la marée verticale sont peu sensibles aux variations de la
profondeur dans cette région; la variation de 1'€lévation de la sur-
face libre entre les deux stations cdtiéres sera réguliére, Nous utili-
sons 1'81évation comme condition limite; une interpolation linéaire
entre les valeurs cotiéres donnera 1'élévation le long de cette

frontiére.

La frontiére nord : l'ouverture atlantique

La bathymétrie le long du 603me paralldle est caractérisée par
un large plateau avec une profondeur de 180 m et par un canal profond
(400 m) prds de la cBte norvégienne. Le long de cette frontiére,l'am-
plitude et la phase de la marée partielle M, ne sont connues gue pour
deux stations cOtidres : Fair Isle et Bergen {le Liverpool Tidal
Institute [Cartwright (1976)] teste des marégraphes pélagiques le long
du rebord du plateau continental mais les ré€sultats ne sont pas encore
disponibles}.

Taylor (1922) et Godin (1966) ont étudié la propagation d'ondes
de marée dans des baies rectangulaires,de profondeur constante et
soumises 4 la rotation de la terre. Leurs études ont permis de montrer
que les marées ont les mémes caractéristiques de propagation que les
ondes de Kelvin loin de la zone de réflexion.

Nous ferons 1l'hypothdse selon laquelle le comportement de la
marée est semblable & celui des ondes de Kelvin dans la partie nord de

‘1a mer du Nord.

Calcul de la phase

Le bassin de la mer du Nord est assimilé & une grande bale rec-
tangulaire et la direction de la propagation de 1'onde de marée supposée
paralléle 34 la cOte anglaise. Le modéle théorigue de Taylor montre que
la variation de la phase est de l'ordre de L40° 1le long d'une ligne
perpendiculaire 3 la cOte de la Grande Bretagne passant approximativement

par Fair Isle. Nous supposerons, dans notre travail, une variation linéaire
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frontiére nord du modéle

hﬁo‘

fige 3.
Détermination de la phase de la marée & 1'ouverture de la mer du Nord.
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de la phase de la marée le long de cette ligne (fig. 3). Pour calculer
la phase le long de la frontidre de notre modele,nous utiliserons la
relation suivante (fig. L) :

d 360

=== (en degrés)

w

(5.1%) o(1) = o, (1)

od T est la période de la marée considérée: dans notre cas, T = Ty, &
d est la distance entre la frontiére libre et la ligne de référence
perpendiculaire & la cbte, + d si la ligne caractérisant la frontiére
nord est en dessous de la ligne de référence, - d si la ligne carac-
térisant la frontidre nord est au-dessus de la ligne de référence;

¢ ¢¢ (2) représente la phase de la marée le long de la ligne de réfé-
rence.

La relation (5.14) donne la distribution de la phase de la marée
depuis les Iles Orkney jusqu'd la cassure du plateau continental. Soit
0.y, la phase calculée par (5.1L4) & la limite ouest du canal norvégien.
La phase 3 la cOte est estimée en utilisant une relation linéaire
entre les phases de la marée aux stations Bergen et Stavanger. Une

interpolation linfaire entre ¢gy, €t ¢, donne la distribution de

la phase 4 travers le canal norvégien.

Calcul de 1l'amplitude

Comme la marée a le caractére d'une onde de Kelvin, on doit avoir
une variation du type exponentiel pour 1l'amplitude au voisinage des
c6tes. Le minimum de 1'amplitude se situerait sur la ligne médiane de
la baie si la profondeur était constante.

La variation de l'amplitude d'une onde de Kelvin est donnée par

S A

exp (

ol y est la distance du point considéré & la cOte.
Sur le plateau continental, prds du 60éme paralléle, la profon-
deur moyenne est de l'ordre de 180 m tandis gque dans le canal nor-

végien, elle est voisine de LOO m . Les observations (cf. Tables des
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constantes harmoniques) donnent 1l'amplitude de la marée semi-diurne

lunaire :
- 4 Fair Isle : A= 0,63m
- 3 la cbte norvégienne : A = O,Lk m .

la variation de 1l'amplitude le long de la frontiére ouverte nord

est donnée par

, £ (L - &
(5.15) A(%) = A, exp(- /é;‘) + A, exp(- —"(*j‘g_‘;_l:“')—)

oii L représente la longueur de la frontiére nord du modeéle et £ 1la
coordonnée du point sur cette frontidre. La détermination des constantes

A, et A, est immédiate lorsqu'on donne deux valeurs de A :

- 4 Pair Isle cy = %%-% : A= 0,63m
- 4 la cOte norvégienne : y = % i A= 0,4k m .

En portant ces valeurs dans (5.15), nous obtenons :
Ay = 0,66 m et A,= 0,3k m.

Le profil transversal de l'amplitude (fig. L) sera donc donné par

(5.16) A(2) = 0,66 exp(- ) + 0,3 exp(- HLZL))
/& ) V&

2,3.~ Conditions initiales

En vertu des propriétés des équations aux dérivées partielles
hyperboliques, nous pouvons supposer que le régime oscillatoire établi
est indépendant des conditions initiales. Les conditions initiales les

plus simples sont données par :
r =0 et u, et u, = 0 .
Nous supposerons donc les deux composantes de la vitesse moyenne sur

la profondeur et 1'élévation de la surface nulles 3 tous les noeuds

de la grille numérique & l'instant initial.
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2.L.- Discussion des_résultats

Avant d'analyser les résultats de la simulation numérique de la
marée semi-diurne lunaire, il convient de déterminer le nombre d'ité-
rations nécessaires pour obtenir un systéme en régime. Les figures 5
et 6 montrent 1'influence du nombre d'itérations sur 1'€1évation de la
surface libre en deux points choisis 1'un prés (fig. 5), 1l'autre
€loigné (fig. 6) des forces excitatrices. On remarque sur ces diagrammes
que le systeme est en régime aprds trois périodes de marde — c'est~3-
dire 1080 itérations — méme pour des points situés loin des frontidres
ouvertes et dans des régions peu profondes. Pour 1'étude de la marée
semi-diurne lunaire, nous pouvons donc limiter le nombre d'itérations

~

a 1440 (ou 1800 pour plus de sécurité).

2.4.1.- Calcul de 1'énergie cindtigue et potentielle

Pour vErifier la stabilité ae 1l'algorithme numérique de résolution,
il convient d'é€tudier 1'évolution temporelle de 1'énergie totale de
1l'eau contenue dans la mer du Nord.

On définit l'énergie potentielle pé,r

' 2
(5.17) Eoot = g‘ja[ gg ae

Jg
l'énergie cinétique par

_p S 2 2

(5.18) B, =2 ffs (w2 + ) ag
et 1l'énergie totale par
(5'19) Etot = Ec:in + Epot

L'énergie totale et 1'énergie potentielle (fig. 7) oscillent avec une
période de 6 h 12 min .

L'€lévation de la surface libre est donnde par :

(5.20) EI,J= AI,J+ BI,Jcos ot

ol A; , est 1'@lévation résiduelle et B; ,» l'amplitude du mouvement
3 H
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oscillant au point I,J . o représente la fréquence de 1a marée. En

vertu de (5.17), l'énergie potentielle est propértionnelle a

2 2

B B
2 + ~%?L + 2 AI J B cos ot + ~%fL cos 2ot .

o
(5.21) L= AT 1

L'observation et le calcul montrent que la partie résiduelle de 1'818~
vation 7 est beaucoup plus petite que la partie oscillante. Pour

cette raison, le relation (5.21) se simplifie de la maniére suivante :

2

2 2
(5.22) ¢~ By + 5 B, cos 20t

M=

1
2

y

car AIM « BI’J .

Les fortes oscillations dans 1'énergie potentielle (fig. T)
s'expliquent aisément A partir de 1é relation (5.22),

La théorie des marfes,d une dimensions dans un bassin non tournant
et sans friction montre qu'il ¥y & &quipartition de 1'énergie entre la
partie potentielle et la partie cinétique. Dans un moddle bidimension-
nel de marée, les courants n'oscillent plﬁs mais effectuent une rotation
de 360 degrés sur un intervalle de temps correspondant 3 la période

de la marée. Les deux composantes du courant peuvent se mettre sous

la forme :
(5.23) u, = E + D cos ot
(5.24) u, = F + G sin ot .

~

L'énergie cinétique est proportionnelle &
2 2

L2 2 D_ ., G . .
Ecin + B+ F o+ > + 5 + ED cos ot + FG gin ot
(5.25) 2 2 _
+ (z;-— 7;0 cos 20t

L'observation et le calcul montrent que le courant permanent est beau-
coup plus petit que le courant périodique et que G et D cont du

méme ordre de grandeur loin des cOtes. La relation (5.25) devient done
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(5.26) B, % C +C, gin (ot + g) + C, cos 20t

avec C1 » C2 et 01 » 03 .

En vertu de (5.26), la variation temporelle de 1'énergie cinétique sera

relativement faible. Le calcul exact (fig. 7) avalise notre raisonnement.
Ta figure T nous montre également que 1l'algorithme numérique est

stable et que le systéme est en régime aprdés la troisiéme période de

-
maree.

2.4.2.~ Comparaisons des résultats de la simulation numérique aux

observations

Pour tester la qualité du modéle mathématique, nous comparons les
résultats de la simulation numérique, c'est-d-dire les &lévations de

1la surface et les courants aux observations.

1) Comparaison entre les élévations calculées et observées

Dans toute cette discussion,nous nous basons sur les informastions
fournies par le Bureau Hydrographique International de Monaco : il
s'agit des constantes harmoniques de marée. Le calcul de 1'amplitude
et de la phase de la marée aux stations cStiéres demande quelques
explications complémentaires.

Le mod&le hydrodynamique établi dans notre traveil est basé sur
un systéme d'équations aux dérivées partielles non linéaires. L'éléva-
tion calculée contient donc la composante semi-diurne lunaire, ses
harmoniques (M4 » Mg, M8) et une composante continue. Pour com-
parer les marées M, calculées et observées, il faut d'abord procéder
3 une analyse harmonique de 1'élévation donnée par le modéle.

Lorsque la station marégraphique ne se situe pas en un noeud du
réseau meillé, on utilise une interpolation linéaire, & défaut de
mieux, pour calculer l'amplitude de la marée M, . Lorsqu'un port se
situe au fond d'un chenal (ou d'une baie) comme Bergen et Emden, nous
supposons 1'amplitude au fond du chenal égale & celle que 1l'on ob-

tiendrait 3 la cOte en l'absence de tout chenal. Si on désire plus
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Amplitude calculée
(m)

Acal = 0,98 Agpe = 0,01
r = 0,989

1 2 A Amplitude observée

(m)
fig. 8a.

Comparaison des amplitudes calculées et observées

de précision concernant la marée dans le chenal ou estuaire, il faut

non seulement tenir compte de la géométrie du bassin mais aussi de la

stratification de la colonne d'eau.

Pour la phase, nous avons agi différemment. L'interpolation

linaire est toujours d'application pour les stations marégraphiques

situfes le long des cOtes; pour celles situfes au fond d'estuaires ou
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Phase calculée P
(degrés) ,

180 |_
Poal = 1,005 Pobs ™ 3,98
r = 0,996

180 36b Phase observée
(degrés)

fig. 8b.
Comparaison des phases calculées et observées

chenaux, nous estimons le retard de phase en supposant que l'onde de
marée progresse 3 la vitesse 0,8 Vgh . La vitesse de propagation est
plus petite que la vitesse de phase pour tenir compte de la friction
sur le fond.

Les corrélations entre les résultats observés et calculés,tant

pour 1'amplitude que pour la phase de 1'élévation,sont données 3 la
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Tableau 1

Comparaison des phases et des amplitudes calculdes et observées

Amplitude A (m) Phase XgR (degrés)
Localité Letitude | Longitude observée | calculée | observée | calculée
Nieuport 51°09' N { 20441 ¢ 1,88 1,91 0 0
Zeebrugge 519211 N | 3012t E 1,69 1,70 15 25
Vlissingen 519271 N | 30241 E 1,72 1,57 # 34
Hoek van Holland { 51959 N | 4°07' E 0,80 0,93 64 8
Ijmuiden 52028' N | 4°35' E 0,68 0,70 106 115
Den Helder 520581 N | 4945! E 0,53 0,61 159 160
Vlieland 53018' N | 5°03' E 0,69 0,63 226 209
Emden 53°21t N | 79121 E 1,31 1,10 339 312
Cuxthaven 53°521 N | 8043t £ 1,23 1,21 341 335
Helgoland 54°11t N | 79531 E 0,99 0,91 316 333
Esljerg 55929t N | 8027t E 0,60 0,56 39 23
Mandal 58900' N | 7°34' E 0,08 0,03 9% 107
Stavanger 580591 N | Be4ar E 0,15 0,18 271 280
Fair Isle 59°33! N | 19381 0 0,63 0,63 304 304
Wick 58026! N | 3°05! 0 1,1 1,09 320 314
Invergordon 57°417 N | 400! ¢ 1,38 1,32 336 330
Aberdeen 57°09* N | 2°05! 0 1,31 1,34 25 14
Berwick 559461 N | 2°000! O 1,61 1,47 61 51
Whitby 54029t N | 0°37! 0 1,65 1,48 103 98
Lowestoft 520291 N | 10461 E 0,70 0,1 259 248
Harwich 51057t N | 1017t £ 1,30 1,28 326 344
Dover 5107t N | qe191 E 2,23 2,29 330 325

figure 8 et au tableau 1. La plupart des points se situenttrésprésde
la droite idéale 4 U5° . Certains points s'en €loignent quelque peu
ils correspondent 4 des stations localisées, soit le long de la cdte
anglaise, soit au fond de chenaux (Emden). Si on désire connaitre avec
précision les marées pour des ports situds au fond d'estuaires ou de
chenaux, il faut développer un moddle local caractérisé par une grille
d fines mailles. Le long des cStes anglaises et &cossaises, la topo-

graphie du fond est trds irrégulidre : on a un seuil profond de
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50 brasses situé & quelques kilomeétres du seuil de 20 brasses. Dans
ces régions, les &carts entre les amplitudes calculées et observées
peuvent s'expliquer par le manque de résolution de la grille numérique.
in général, l'accord entre 1l'observation et les résultats de la simula-

tion numérique est treés satisfaisant.

2) Les lignes d'égale phase et d'égale amplitude

Depuis de nombreuses années, les hydrodynamiciens et les ingénieurs
hydrographes sont intéressés par la distribution spatiale de la phase
et de l'amplitude des principales marées partielles. Les premiéres
cartes &tablies par les hydrographes [e.g. Proudman et Doodson (1924)]
ne donnaient que deux points amphidromiques, 1l'un situé dans le German
Bight, l'autre dans la partie sud de la mer du Nord entre les cOtes de
1'East Anglia et des Pays-Bas. En se basant sur un modéle hydrodynamique
simple et sur les observations, Proudman et Doodson (1924) ont déterminé
les lignes d'égale phase et d'égale amplitude pour la marée semi-diurne
lunaire et mis en 8&vidence un troisiéme point amphidromique au sud-
ouest de la cOte norvégienne (fig., 9). La position exacte de ce point
est encore mal connue en raison de la variation trés rapide des lignes
d'égale phase dans cette région et du choix subjectif de la loi d'inter-
polation adoptée.

Les résultats de la simulation numérique sont soumis & une analyse
harmonique pour en extraire la composante semi-diurne lunaire. La figure
10 donne les lignes d'égale amplitude et d'égale phase calculées avec
le modSle mathématique : les phases sont exprimées en degrés (30° re-
présentent une heure lunaire) et les amplitudes en centimétres.

La comparaison des figures 9 et 10 permet de vérifier 1l'accord
plus que satisfaisant entre les lignes cotidales et d'égale amplitude
calculées par le moddle et celles déduites de 1l'observation. Le déplace-
ment vers le sud-est du point amphidromique localisé pré&s de la cdte
norvégienne résulte d'erreurs expérimentales : difficulté de déduire
des observations le point amphidromique le long de la cOte norvégienne,

discrétisation trop grossidre des cOtes et du fond. Au voisinage du
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60°

55°

figs 9,
Lignes d'égale phase et d'égale amplitude observées [figure tirée de

Proudman et Doodson (1924) 1, Les amplitudes sont exprimées en centi-
métres et les phases en degrés,

50°
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fige 10,

Lignes d'égale phase et d'égale amplitude calculées par le modéle.
Les amplitudes sont exprimées en centimétres et les phases en degrés.
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Danemark et de la cOte sud de la Norvdge, il est difficile d'estimer le
passage de l'isocourbe de phase ¢ = 60° car cette région est carac-
térisée par des phases variant entre 55 et 65 degrés : on a donc
fait passer l'isocourbe ¢ = 60° au mieux. La concentration des.lignes
cotidales le long de la cbdte de 1'East Anglia (fig. 9) rend difficile

et imprécis le calcul de la phase de la marée & cet endroit. Pour une
&tude détaillée de la marée le long de cette cOte, il est indispensable
d'utiliser un autre moddle hydrodynamique basé sur les mémes dquations
mais caractérisé par une grille numérique 3 mailles trds fines (chapitre
VI, section 5).

24,3, - Les courants de marée

Les mesures courantométriques sont beu nombreuses car elles néces-
sitent une infrastructure trds lourde : courantomdtres enregistreurs,
bouées de surface et sub-surface (fig. 1) et la mobilisation d'un bateau
et de son équipage. Le durée des enregistrements est limitée par la
capacité des batteries et 1l'analyse des données réduite 3 la détermina-
tion des principales harmoniques. La précision des mesures est fonction
de l'appareil et du mouillage utilis®. Dans les meilleures conditions,

~

nous pouvons estimer l'erreur de mesure & 10 % . Lorsque 1l'intensité
du courant est de 1l'ordre de 5 x 10_2 a 10*1 m/s , l'erreur de mesure
est beaucoup plus importante en raison du seuil de réponse des mard-—
graphes et des oscillations de la ligne de mouillage. Les données
courantométriques que nous possédons proviennent de 1'dtlas des courants
de 1'Institut hydrographique de Hambourg (fig. 11) et des cartes de
1'Amirauté britannique. Ces informations n'étant pas trds récentes,

nous pouvons estimer les erreurs de mesure & 20 % pour des courants
caractérisés par une amplitude supérieure & 30 cm/s . Lorsque la

vitesse du courant est plus faible, 1l'intervalle d'erreur doit encore

augmenter.
Les figures 12 3 15 donnent respectivement les courants 3
T e
h%emmhﬂs 0 ; ty = LS ty = g- et t; = %?-. On remarque immédiatement

une intensité &levée des courants dans la partie sud de la mer du Nord
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Champ de vitesse calculé & tgp = % . Les vitesses sont exprimées en m/s .
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fige 5.
Champ de vitesse calculé & tgg = %2 T ., Les vitesses sont exprimées en n/s .
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g

fig » 20,

Champ de vitesse calculé 2 teR =% dans le Southern Bight
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et le long des cOtes des Iles Britanniques. Dans ces régions, 1l'ampli-
tude de la marée verticale est &galement trds importante (fig. 10).
Dans la partie centrale et nord de la mer du Nord, les courants observés
et calculés sont faibles,en raison de la grande grandeur du bassin & cet
endroit et de l'amplitude relativement réduite de 1'é1évation de la sur—
face libre par rapport & cette profondeur. Les figures 16 3 23 donnent
la direction et 1l'amplitude des courants observés et calculds dans le
Southern Bight. Les différences entre le calcul et 1'observation sont
faibles. Elles apparaissent surtout au moment du renversement du
courant : un léger déphasage suffit alors pour modifier sensiblement
la distribution des courants en raison d'wne forte anisotropie des
ellipses de marge au voisinage des cotes.

L'analyse des figures 24, 25 et 26 permet &galement de conclure
4 un accord satisfaisant entre le calcul et 1'observation. Les atlas
des courants ne donnant que les courants des mortes et des vives eaux,
nous avons dli estimer le courant résultant de la marée semi-diurne
lunaire en nous basant sur la moyenne des courants de mortes et de vives
eaux. Une partie importante des erreurs pourrait provenir de cette esti-
mation trop grossidre. Les figures 24, 25 et 26 montrent également le
sens de rotation du vecteur courant en un certain nombre de points de
mesure. En nous basant sur un grand nombre d'observations et de résul-
tats de simulation, nous pouvons dire qu'il n'y a pas de sens préféren-
tiel de rotation du vecteur courant bien que la théorie des marées
Le.g. Defant (1961)] indique que la rotation du vecteur courant se fait
vers la droite dans 1'hémisphére nord pour un bassin de dimensions in-
finies. Dans une mer de dimensions réduites et presque entiérement
fermée, comme la mer du Nord, il est pratiquement impossible de déter-
miner aq priori le sens de parcours de l'ellipse en raison des réflexions
multiples de 1l'onde de marée et de la friction sur le fond.

En nous basant sur 1'accord satisfaisant entre le calcul et 1'ob-
servation, nous pouvons dire que 1'amplitude et la phase des courants
calculés avec le modéle mathématique sont affectées d'une erreur in-

férieure 3 20 % . Ces erreurs résultent d'une discrétisation encore
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fige 24.

Ellipses de marée calculdes et observées, Les vitesses sont exprimées en cm/s .
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(48,14)
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fige 25e

Ellipses de marée calculées et observées, Les vitesses sont exprimées en em/s
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CALCUL ~ OBSERVATION
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fig. 26.

Ellipses de marée calculées et observées. Les vitesses sont exprimées en cm/s ..
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trop grossiére du milieu, d'incertitudes sur la valeur du coefficient
de friction et du manque d'informations sur les conditions aux limites

a la mer ouverte.

2.4 4.~ Importance des termes non-linéaires

Les termes non-linfaires des équations de conservation de la
masse et de la quantit€ de mouvement compliquent fortement la résolution
des équations. Si ces équations &taient linéaires, on aurait pu calculer
directement 1'amplitude et la phase des marées partielles en appliquant
une transformée de Fourier et en résolvant ensuite 1'équation elliptique
du mouvement par les méthodes classiques [Lorentz (1926), Hansen (1949)1.
L'analyse des ordres de grandeur des différents termes des &quations de
mouvement (chapitre ITT, § 2.1) montre que les termes non-linéaires
d'udvection et de friction ne sont pas négligeables dans la partie sud
de la mer du Nord et dans le German Bight. Les figures 27 & 31 mettent
en évidence l'importance des termes non-linéaires dans ces régions : la
présence d'une &lévation résiduelle et de plusieurs harmoniques est
évidente aux stations marégraphiques situées dans des eaux peu profondes.
Les figures 29 et 30 montrent que la durée du gagnant n'est pas égale 3
celle du perdant et que les vitesses de mont&e sont plus grandes que
celles de descente. Nous retrouvons les caractéristiques de la courbe
marégraphique dans un estuaire peu profond soumis & la marée.

Les termes d'advection des équations de mouvement (5.6), (5.12)
et (5.13) induisent des harmoniques. Pour la marée M, , ils engendrent
les termes M, , Mg , M, et une élévation résiduelle [Kreiss (1957),
Le Provost (1974)]. Dans le cas géndral, nous pourrions montrer que les
différentes marées partielles interagissent entre elles et produisent
les marées 2M3, , 2MN, , ete.

Les termes de friction, soit

D
h+ ¢

(5.27) F, = [ A 1 T

¢ h + ¢

engendrent de nombreuses harmoniques. Le Provost (1974) a &tudié en

détail la décomposition spectrale des termes de friction. Lorsqu'on
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simule numériquement la marée partielle M, , Le Provost a montré que
les termes de friction n'engendrent que leé comﬁosantes My, , Mg ,
Myg s Myg 5 oo 4 1l'exclusion de toutes les autres. Dans le cas
général, le terme de friction engendre €galement d'autres composantes.
Signalons les ondes 2MS, , 2MN, , LMS¢ , ... qui traduisent 1'in-
fluence de la composante dominante sur 1'amortissement des autres ondes.
L'analyse harmonique de la marée calculée permet d'étudier 1'in-
fluence des termes non-linfaires sur la courbe marégraphique. Au tableau
2, nous donnons les résultats de 1l'analyse harmonique en quelques points

caractéristiques.

Tableau 2

Importance des termes non-lindaires dans les régions de faible profondsur

Point Profondeur | Composante permanente Mo Mg M6
(m) (cm) (cm) (cm) (cm)
36,38 77 10 25 2 0
36,20 70 11 74 1 1
18,38 1l 12 62 3 1
4,42 19 12 14 7 1
10,48 9 13 60 17 3
20,74 17 18 92 9 2
48,38 124 4 39 0 0
%ﬁ x 100 gg x 100 gg x 100
36,38 77 100 8 0
36,20 70 ' 100 1,3 1,3
18,38 31 100 4,8 1,6
4,42 19 100 5 0,7
10,48 9 100 28,2 5
20,74 17 100 9,7 2,2
48,38 124 100 0 0
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- Au point (148,38) situé dans wne région profonde (h = 124 m), nous
obtenons une courbe marégraphique quasi~sinusoidale de période TM2 :
les termes non-lindaires sont donc négligeables. Ces conclusions sont
donc en parfait accord avec celles de 1l'analyse des ordres de grandeur
des termes des équations de mouvement (chapitre III).

- Aux points (36,38), (36,20) et (18,38) situés dans des régions
caractérisées par des profondeurs moyennes, les composantes M, et
Mg sont faibles et du méme ordre de grandeur avec cependant M, > Mg .
Les termes de friction et d'advection influencent donc de la méme
manidre 1'€lévation de la surface.

- Aux points (4,42), (10,48) et (20,7L4) situés dans des régions peu
profondes (h < 20 m) , nous remarquons que la composante M, est
beaucoup plus intense gue la composante Mg . Les termes non-linéaires
d'advection sont donc importants dans les régions peu profondes.

Ces exemples montrent qu'un modéle linfaire [e.g. Lorentz (1926),
Hansen (1949)] ne peut reproduire toutes les caractéristiques de la
courbe marégraphique, Pour simuler correctement la marée, il faut donc

tenir compte des termes non-linéaires de friction et d'advection.

2.4.5.~ Vitesse de propagation et caractére de 1l'onde de marée

Le caractére de l'onde de marée peut &tre déterminé en comparant
la vitesse de propagation de l'onde réelle & la vitesse de phase d'une
onde longue.

Le vitesse de propagation d'une onde longue unidimensionnelle

dans un bassin infini sens dissipation est la suivante [e.g. Lamb (1962)] :
(5.28) ¢ = Vgh

ol h représente la profondeur et g 1l'accélération de la pesanteur.

Nous recherchons la vitesse de propagation de 1'onde de marée
le long des cdtes de la mer du Nord en nous basant sur les lignes
cotidales calculées (fig. 10) et observées (fig. 9).

L'analyse du tableau 3 permet de tirer les conclusions ci-aprés.
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Tableay 3
Vitesse de phase Vitesse de propagation calculée
d'une onde progressive a partir des lignes cotidales
unidireotionnelle " calculée observée
¢ = Yah ¢y (n/s) Gy (m/s)
{mn/s) 1 2 .
Cdte belgo=-néerlandaise 14,4 10,9 9,9
German Bight 14,0 26,7 23,5
Cote norvégienne (Mandal-Stavanger) 33,0 12,3 11,1
Cote écossaise (Wick-Aberdeen) 25,3 24,9 22,1
Cote anglaise (Berwick-Whitby) 26,2 24,3 ‘ 24,0
Cote de 1'East Anglia 10,1 5,8 6,6

— Dans la partie sud de la mer du Nord, c'est-3-dire le long des
cOtes belgo-néerlendaises et des cotes de 1'East Anglia, les vitesses
de propagation observées et calculées sont semblables mais plus faibles
que la vitesse de phase,en raison du freinage de l'onde par friction
dans les eaux peu profondes. Dans ces régions, la marée posséde donc
le caractére d'une onde progressive ralentie par la friction sur le
fond.

- Le long des cOtes anglaises et écossaises, 1a marée est une onde
progressive caractérisée par une vitesse de propagation l8gérement in-
férieure & la vitesse de phase € = Vgh . Les termes de friction sont
donc peu importants lorsque la profondeur est supérieure & 50 mdtres.

- La vitesse de propagation de 1l'onde de marée est beaucoup plus &levée
que la vitesse de phase dans le German Bight : la marée résulte de
deux ondes progressives, l'une provenant de 1‘ouverture nord de la mer
du Nord, l'autre du Pas de Calais. Une légére différence entre les
directions de propagation de ces deux ondes peut provoquer des ondes
secondaires se propageant & grande vitesse. De plus, le critére utilisé
pour la détermination du caractére de 1l'onde n'est pas applicable en
toute rigueur,en raison de la faible excentricité de 1'ellipse de marée

dans le German Bight.
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- Comme le point amphidromique est situé trds prés de la cSte nor-
végienne, il serait illusoire de vouloir déterminer le caractire de
l'onde de marée en comparant la vitesse de propagation & la vitesse
de phase.

Le long des cotes de la mer du Nord, la marée se comporte générale-
ment comme une onde longue progressive se propageant 4 une vitesse in-
férieure & sa vitesse de phase. La vitesse de propagation est d'autant

plus faible que la profondeur est réduite.

3.~ Simulation de la tempdte du 17 au 20 novembre 1873

Des recherches récentes [Heaps (1969), Duun-Christensen (1971),
(1975), Flather et Davies (1975)] ont montré que des modéles mathéma-
~ tiques pouvaient rendre de tré&s grands services pour la prédiction des
tempétes si les forces extérieures (vents et pression atmosphérique)
8taient donnédes par des modéles atmosphériques.

Depuis quelques années, les instituts météorologiques de plusieurs
pays utilisent de maniére opérationnelle des mod€les numérigues de
1'atmosphdre pour analyser les observations et pour prédire certains
paramdtres, comme la pression atmosphérique au niveau de la mer. Cette
grandeur est la donnée la plus importante pour la simulation des
tempétes. Quand une dépression atmosphérique se déplace sur la mer,
la surface libre de l'eau se souléve. Lorsque la dépression quitte
cette région, la pression atmosphérigue augmente et le niveau de 1l'eau
diminue. Approximativement, un changement d'un millibar pour la pres-—
sion atmosphérique provoque un changement d'un centimétre pour le

niveau d'eau. On a la loi hydrostatique suivante
(5.28) Az =k (P, - p,)

oi p, est la pression atmosphérique 3 l'instant t , 5; une pression

. 1
atmosphérique moyenne de référence et « = Bg . p représente la masse
spécifique de l'eau et g la gravité.
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Comme le mouvement de la dépression est généralement lent en
mer du Nord (ce n'est pas le cas pour les cyclones tropicaux), la dé-
nivellation dfeau peut &tre attribude aux effets produits par les vents
induits par la dépression,plutdt qu'aux changements de la pression at-
mosphérique associés 3 cette dépression. I1 faut donc déterminer les
gradients horizontaux de pression et les vents i la surface de la mer
d partir du champ de la pression atmosphérique.

Nous appliquerons le modéle développé au chapitre II pour cal-

culer la tempéte du 17 au 20 novembre 1973.

3.1.— Equations du modéle de tempéte

et e 1 e o St o S e e S £ i o 0 Pt P ot s S ot

En raison de la non-lin&arité des &quations de mouvement (5.6)
a (5.8), il semble impossible d'étudier correctement les tempétes sans
faire intervenir les marées. Différents auteurs [Heaps (1969), Flather
et Davies (1975)] ont simulé les tempdtes sans tenir compte explicite-
ment des marées. Weenink (1958) a vemplacéd le terme quadratique de
friction par un terme linfaire oll les effets des courants de marée sont
repris dans un nouveau coefficient de friction. Avee un terme quadra-~
tique de friction, il est difficile de tenir compte de l'influence des
courants de marée. La meilleure solution est de calculer 1la tempéte et
la marée simultanément [Duun-Christensen (1971), (1975)1. Banks (197k)
a montré que les interactions -- marée-tempéte — ne sont pas négligeables
dans les régions peu profondes. Les moddles de Heaps (1969), Flather
et Davies (1975) donnent cependant de bons résultats quand la profon—
deur du bassin dépasse 30 ndtres . Les équations régissant les tempdtes
sont donc données par les relations (5.6) & (5.8). Elles s'écrivent de

la maniére suivante :

2
oH M .5 w He 105 w, Hoo
(5.6) ot " o )ty oag CHY =0
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ol M= o5 ¢ et N =sin ¢ ; A et ¢ représentent respectivement

la longitude et la latitude; wu, et u, sont les deux composantes de

la vitesse moyenne sur la profondeur suivant les axes A et ¢ .
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Grille numérique utilisée pour la simulation de la marés-temp@te
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Au chapitre IV, nous avons montré que les tempétes sont géndrale—
ment engendrées par une forte dépression situde prés de 1'Ecosse. Comme
11 est trés difficile de connaitre 1'€1évation de la surface de 1'eau
le long d'une ligne intérieure au bassin de la mer du Nord, nous utili-
serons un modé€le caractérisé par une grille couvrant tout le plateau

continental (fig. 32).

Ul e gt e . S . S M . et o S o 7o U s e e e o e

L'analyse des ordres de grandeur (ef. Chapitre III) montre que
les termes dissipatifs sont trds importants lorsque la profondeur est
inférieure & 30 mdétres. Comme les perturbations sont rapidement amor-
ties, nous pouvons supposer que l'influence des conditions initiales
devient négligeable,en comparaison des effets produits par les forces
extérieures d'origine météorologique, aprds un jour ou deux. Si nous com-
mencons le calcul deux jours avant la tempéte, nous pouvons donc utili-

ser les conditions initiales suivantes :
(5.29) Uy = Uy, =5=0 en t =0

en tous les noeuds du réseau mailléd.

Pour résoudre les &quations aux dérivées partielles (5.6) 3
(5.8), nous devons imposer une condition sur U ou sur ¢ 1le long des
frontiéres du domaine, Le long d'une cbte, la composante normale de la

vitesse U doit s'annuler : on a donec

(5.30) u = u, sin B + u, cos B

ol B représente l'angle formé par la normale extériecure 3 la cdte et
la direction nord.

Le long des frontiéres & la mer ouverte, nous devons connaitre
z = ¢(A,90,t) ou encore une relation entre ¢ et U .

Groen et Groves (1966) et Heaps (1969) proposent une condition
du type

( -31) T = E(Aecbat)

\n

A

ol ¢ représente la perturbation qui pénétre dans la mer du Nord. Dans
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son modéle,Heaps (1969) suppose que la tempéte est induite en grande

partie sur le plateau continental. Il fait donc 1'hypothése de travaeil :

(5.32) z = T(A,,8) =0

pour tout t ,le long du rebord du plateau continental.

Reid et Bodine (1968) ont démontré que des conditions du type
(5.31) ou (5.32) ne parvenaient pas i transférer correctement 1'énergie
du modéle & 1l'ocan. Flather et Davies (1975) ont utilisé la condition

de radiation :
(5.33) hu, = Ygh (g -21)

ol ¢ est 1'élévation totale & la frontidre et ¢ 1'8lévation associée
d la tempéte engendrée & l'extérieur du modéle, h représente la pro-
fondeur et u, 1la composante de la vitesse normale & cette frontidre.
Dans notre &tude, nous estimons £ & partir des données météorologiques
(ef. §3.3 de ce chapitre).

Flather et Davies (1975) ont étudié l'influence des conditions
(5.31) et (5.33) sur la dynamique des tempétes et ont montré que la con-
dition (5.33) donnait de meilleurs résultats dans la région proche de
la frontiére & la mer ouverte. La solution B , représentant 1'8lévation
calculée avec (5.31),contient de nombreuses oscillations (fig. 33).
Selon Flather et Davies, le bruit de fond peut &tre associé 3 la ré-
flexion des perturbations le long de cette frontiére. L'ebsence d'oscil-
lations dans la solution A serait due & la radiation d'énergie qui est
permise avec la condition (5.33). Lorsqu'on s'éloigne du rebord du
plateau continental, les oscillations parasites s'amortissent rapide-
ment en raison de la viscosité numérique introduite par la discrétisa-
tion des termes d'advection et de Coriolis. Dans la partie inférieure
de la mer du Nord, les différences calculées entre les solutions A et
B deviennent négligeables.

Comme le but de notre &tude est d'établir un moddle qui allie
la rapidité du calcul 3 la précision des résultats et que notre zone
d'intérét se situe dans le centre et dans le sud de la mer du Nord,

nous préférons utiliser la condition (5.31).
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Dans différents instituts météorologiques (Bracknel, Grande
Bretagne; Copenhague, Danemark; De Bilt, Pays-Bas; Uccle, Belgique;
etec.), il existe des modéles atmosphériques qui prédisent 1'évolution
de certains paramétres, comme la pression atmosphérique au niveau de la
mer. A partir de cette grandeur, on peut calculer aisément le vent

géostrophique Wg :

g = _1 4 BT
9 a 99 fp,
(5.34)
1 dpa RT

W9¢= a cos ¢ OA fp,

ol R est la constante des gaz parfaits, T 1la température de l'air,
p, la pression atmosphérique et f 1le paramtre de Coriolis.

| I1 existe différentes relations empiriques pour relier le vent
géostrophique au vent réel existant & 10 métres de la surface. Duun-

Christensen (1975) propose :

— o o+
(5.35) Wy =8, va, W, + b, + b,
ou
84 = O:5h - 0,012 (Tair = Teau de 1a mer>
a, = 6,82 (n/s)?
(5.36)
by = 1,68 = 0,105 (Toir = Teay de 1a mer ) (m/s)
b, =~ 11 m/s

Pour les périodes caractérisées par des vents violents, c'est-d-dire
durant les tempétes, nous devons utiliser la contrainte de friction &
la surface donnée par la relation (2.64) :

(2.64) C = (2,4 + 0,5) x 1073

L'Institut météorologique néerlandais (K.N.M.I.) nous a transmis
les données météorologiques (T, , W, , AT , p,) toutes les trois
heures aux noeuds d'un réseau maillé (fig. 34) pour la période allant

du 17 novembre au 20 novembre 1973. Comme les grilles numériques
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"marines" et "atmosphérigues" ne sont pas identiques, nous avons calculd
les grandeurs T, et P, @aux noeuds de notre réseau maillé (fig. 32),
en nous basant sur des interpolations linéaires. Pour la mer d'Irlande
et pour la région proche du rebord ouest du plateau continental, la
contrainte de cisaillement T, et la pression atmosphérique P, sont
déterminées 3 partir des relations (5.34) 3 (5.36) en nous basant sur
les cartes synoptiques (fig. 35 3 37) publides par 1'Tnstitut Royal
Météorologique de Belgique.

Liensemble de ces informations nous a permis de calculer la dis-
tribution spatiale des forces extérieures, c'est-3-dire T, et Vp_ .
Le long de la frontiére 3 la mer ouverte, nous supposons gque 1'élévation
€ (associle #1a tempdte engendrée 3 1'extérieur du modéle) suit la loi
hydrostatique
(5.37) = (5, - p,)
avec D, pris égal & 1012 mb .

Nous vérifierons a posteriori la validité de cette hypothése

simplificatrice.

o e . s Lo e 0m s a : imy y Sm Sn0 v s

Pour la description et pour l'analyse des résultats de la simu-
lation numérique, nous distinguons deux moddles de tempéte :
le modéle A ne faisant pas intervenir le couplage entre les mardes et
les tempStes; 1'élévation calculée avec ce moddle résulte des seules

forces d'origine météorologique; on a donec :

(5.38) z = 5. (A,0,t) ¢

le modéle B tenant compte de 1'interaction entre les marées et les
tempétes, 1'€lévation calculée se compose de trois termes :

(5.39) L=y gy tnp =gy g

oll [; représente 1'élévation produite par les forces de vent, Ty

1'é1lévation de marée et L; 1'€lévation résultant de 1'interaction
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marée-tempéte. Pour déterminer les effets dlis aux agents météorologiques,

nous définissons comme &tant la différence entre le niveau vrai

g
T+1
et le niveau non-perturbé de marée. De cette définition, il résulte :

(5.40) L= 8 " Ly o

Afin de vérifier les capacités offertes par les modd&les mathématiques,
nous simulerons la tempétéhdu 17 au 20 novembre 1973.

Les cartes synoptiques (fig. 35 & 37) montrent les conditions
météorologiques lors de cette tempdte. Durant la période allant du 18
novembre 3 06 h G.M.T. au 19 novembre 2 06 h G.M.T., une dépression
atmosphérique est passée de 1'Atlantique & la Scandinavie. Son centre
s'est approximativement déplacé d'ouest en est,le long du 60éme paral-
138le, et les vents associés a cette dépression ont soufflé du nord-ouest.

Comme le coeur de la dépression est situé a 1textérieur du pla-
teau continental et que 1'intensité des vents est quasi uniforme sur la
plus grande partie de la mer du Nord, nous avons une tempste mi-interne,
mi-externe.

Les figures 38 et 39 donnent respectivement les é1évations calculées
avec le moddle A () et avec le modéle B (Cy,1) -

a) Le long des cOtes de la Grande Bretagne (de Lerwick a Lowestoft),
on assiste tout d'abord 3 ume diminution, ensuite 3 une augmentation du
niveau de la mer. Les figures 38 et 39 montrent que les perturbations
se déplacent le long de ces oBtes 3 une vitesse proche de celle d'une
onde progressive. Comme les vitesses de propagation de la tempéte varient
entre 17,5 m/s et 24,4 m/s , nous pouvons dire que la propagation
de cette tempéte est semblable & celle de la marée semi-diurne (ef. cha-
pitre V, § 2.4.5).

b) Pour les ports continentaux, la variation temporelle de 1'é€léva-
tion est différente : 1'élévation maximale se produit approximativement
au meme moment (Hoek van Holland, Den Helder, Helgoland). L'onde de
tempéte a perdu une grande partie de son caractére progressif : elle
produit une élévation générale du niveau au méme instant. La rotation

du niveau d'eau (voir entre Helgoland et Esbjerg) résulte de la force
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de Coriolis et la diminution en amplitude est une conséquence de la
dissipation d'énergie par friction dans les eaux peu profondes.

Pour mettre en valeur les avantages du modéle B, nous comparons
les solutions tr et &y,; aux observations. Les figures 40 et 41
montrent que les moddles A et B reproduisént correctement les dénivel-
lations observées. A Esbjerg, les moddles donnent des résultats moins
satisfaisants : les &carts entre les é1évations calcules et observées
sont importants. Pour estimer la dénivellation 3 Esbjerg, nous nous
sommes basés sur un noeud du réseau situé A quelque 20 kilométres de
ce port. Comme la pente de la surface est forte dans le CGerman Bight
et que la friction joue un rdle trds important dans ces régions peu
profondes, nous pouvons comprendre une partie des écarts entre 1'obser-
vation et le calcul. Les dénivellations maximales calculédes (;T)
sont généralement plus grandes que celles déduites des mesures (zg) -
Ces écarts peuvent s expllquer aisément si on se rappelle que le terme

de friction sur le fond est quadratique en la vitesse : on a en effet

T > T, + T

f
T+M

f. f,

M

T¢  représente la contrainte de cisaillement sur le fond en présence
dxﬂge onde de marée et de tempéte, oo la contrainte de cisaillement
en présence d'une onde de tempéte et T celle qui correspond 4 1l'onde
de marée,

Etudions maintenant plus en détail 1'influence de 1'interaction
marée-tempéte., En comparant Ly et . ; sur la figure 42, nous re-
marquons une léglre amélioration des résultats calculés aprés 1'intro-
duction de 1'interaction marée-tempéte. L'analyse des flgures L2 et L3
permet de tirer quatre conclusions importantes

a) Cr,p crolt et décrolt plus rapidement que Zy 3

b) les tempftes négatives sont mieux reproduites avec le modSle B
(Lowestoft, Oostende);

c) 1'élévation maximale est généralement plus faible avec le moddle
B (Esbjerg):
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d) 1la présence d'un double pic est mise en évidence par le modéle B
lorsque le premier maximum spparalt un peu avant la marée haute
(Ijmuiaen ou Den Helder).

Les quatre caractéristiques révélées par le modsle B se retrouvent
également dans les dénivellations observées. Sur les figures b2 et 43,
nous remarquons que 1'élévation maximale se produit le plus souvent a
marée basse ou 4 marée montante. Ces résultats sont en bon accord avec
ceux de Rossiter (1961) : le maximum de la dénivellation qui se produit
3 marée haute ou 3 marée descendante diminue en amplitude, mais le
maximum de ¢ qui se produit 3 marée basse ou A marée montante augmente
en amplitude. Lorsque le maximum de la dénivellation se produit un peu
avant la marée haute, on observe deux pics (fig. 43), 1l'un avant,
1'autre aprds la marée haute. FProudman (1955) a démontré, dans le cas
unidimensionnel,le rdle important joué par la friction dans 1'apparition

de ce double pic.

Quelles sont les causes des &carts entre le calcul et 1'observation ?

Lafﬁcﬁmxmwlefmdjmwlmnﬁkan@mtmtdwsla&mmﬁmm
des ondes longues : les incertitudes concernant le coefficient de fric-
tion (ef. chapitre II) sont causes d'écarts entre les dénivellations
calculées et observées.

Au chapitre II, nous avons montré que le coefficient de friction
3 la surface de la mer dépendait de nombreux paramdtres (état de la
mer, stabilité de la colonne d'air, ete.). Le coefficient C, utilisé
pour le calcul de la contrainte de cisaillement & la surface est affecté
d'une erreur importante [selon Roll (1965),elle peut varier entre 15
et 20 %]. La détermination du vent 2 la surfece introduit également des
erreurs dans le calcul de T, . Pour ces diverses raisons, la contrainte
T, est donc entachée d'une erreur voisine de 20 % . Il serait donc
illusoire de vouloir obtenir des résultats avec une précision supérieure
i 20 7% .

Une autre source d'erreurs doit provenir de la condition & la

limite le long du rebord du plateau continental. La condition (5.31)
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est une condition hydrostatique; en effet, par la loi (5.37), la mer
réagit hydrostatiquement 3 1'action de 1la pression atmosphérique.

Bien gue la condition (5.33) admette une "fuite" d'gnergie vers 1'océan,
elle ne fournit aucune information dynamique sur l'entrée ou sur la
sortie d'eau pour une tempdte externe 3 la mer du Nord. Pour obtenir
de meilleurs résultats, il faudrait disposer d'une série de marégraphes
pélagiques qui transmettraient les données de pression, soit par cables
téléphoniques, soit par radio.

La précision des résultats de la simulation dépend done de 1la
qualité des conditions aux limites et des paramétres intervenant dans
le calcul des contraintes de friction & la surface et au fond.

Comme le modéle B reproduit non seulement les tendances de 1la
variation temporelle de la dénivellation de la surface de ls mer mais
aussi plusieurs de ses caractéristiques "fines", nous pouvons conclure
d un accord satisfaisant entre 1l'observation et les résultats de la
simulation numérique faisant intervenir le couplage entre les marées et

les tempétes,



Chapitre VI

La circulation résiduellie en mer du Nord

1.~ Introduction

Au chapitre précédent, nous avons montré qu'un modéle math&matique
permettait de calculer les marfes et les temp@tes dans une mer conti-
nentale, Ces phénomdnes sont trés importants car ils conditionnent aussi
bien la dispersion et la dérive des polluants & court terme que le di-
mensionnement des digues.

TI1 existe aussi d'autres phénomeénes importants,pour lesquels le
temps caractéristique est supdrieur 3 la période d'une marée ou d'une
temp&te. On peut citer la dérive & long terme du plancton et des pol-
luants, la sédimentation et la variation temporelle des masses d'eau.

La détermination du courant résiduel ou 'moyen" est donc capitale pour
1'étude de ces mouvements lents.

La circulation résiduelle en mer du Nord fut l'objet de nombreuses
études expérimentales. Citons d'abord le travail fameux de Bohnecke
(1922) ol le champ des courants résiduels est déduit de la distribution
de salinitd. Il montre que l'eau de 1'Atlantique pénétre

- par le nord de 1'Ecosse et descend vers le sud le long de la cote
anglaise aussi loin que Norfolk;

- par le Pas de Calais; cette eau s'écoule dans la partie sud de la
mer du Nord et dans le German Bight,

Bdhnecke observe la présence de trols gyres : au voisinage du
Dogger Bank, dans le Cerman Bight et dans la partie centrale de la mer

du Nord. Les circulations d'été et d'hiver se différencient par les
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dimensions et par les localisations de ces gyres. Des &tudes plus -
récentes ont confirmé les résultats de Bdhnecke.

L'gtude expérimentale de la circulation résiduelle est difficile
car elle nécessite des séries de mesures longues et nombreuses. Ces
mesures &tant trds coliteuses, il convient de les réduire au minimum :
un modéle mathématique adepté pour 1'étude des courants résiduels
donnerait la distribution spatiale de ces courants si on lui fournissait
des données aux limites du modéle. Les expériences de Carruthers (1935),
Wyrtki (195L4), Kalle (1949), Cartwright (1961), Laevastu (1963), Otto
(1970), (1975) ont vermis d'estimer les flux d'eau aux différentes
frontiéres de la mer du Nord. Le moddle mathématique établi au chapitre
IT, nourri de ces informations, donnera la distribution observée du
champ de courant. Nous montrerons également que des moddéles simples,
ne faisant pas intervenir le couplage entre les circulations transi-
toires (marées et tempétes) et les circulations résiduelles, ne peuvent

pas mettre en €évidence tous les gyres observés.

2.- Caractéristiques spatio-temporelles des masses d'eau en mer du Nord

Depuis les travaux de BShnecke (1922), nous savons que 1'eau de
1'Atlantique, caractérisée par une salinité €levée, pénétre dans la mer
du Nord par le Pas de Calais et par 1l'ouverture nord situde entre
1'Ecosse et les Iles Shetland et que les eaux peu salées de la mer
Baltique entrent dans la mer du Nord par le Skagerrak. Les fleuves et
les nappes aquiféres produisent des eaux cBtidres caractérisées par wne
salinité faible (de l'ordre de 30 %). En accord avec les donnfes de
Bbhnecke, nous trouvons trois masses d’eau primaire

- des eaux trés salées (S > 35 %) de 1'Atlantique nord pénétrant par
le nord de la mer du Nord,

~ des eaux trés sal€es (S > 35 %) de 1'Atlantique nord pénétrant par
le Pas de Calais,

- des eaux peu salées (S < 32 %) de la mer Baltique passant par
le Skagerrak.
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Selon la classification de Laevastu (1963) (fig. 1), cing masses
d'eaux secondaires dérivent de celles-ci
- eau cotifére d'Ecosse,
-~ eau coOtidére d'Angleterre,
~ eau cotiére du continent,
- eau du nord de la mer du Nord,
~ egu du centre de la mer du Nord.

La distribution verticale des masses d'eaux primaires et secon-
daires est généralement wniforme en mer du Nord [Lee (1970)]. On ob-
serve cependant des stratifications permanentes dans le Skagerrak et
le long des cdtes norvégiennes ol la profondeur est sup&rieure &

200 mdtres . A ces endroits, on trouve une eau caractéristique de la
mer Baltique dans la couche de surface et,dans celle du fond, une eau
d'origine nord-atlsntique. Durant les mois d'été, une faible stratifi-
cation thermique est présente dans les régions situées au nord du

54 °N paralldle. Selon Vangriesheim (197h4), cette stratification est
rompue dans les zones de forts courants de marée.

Le Comseil international pour l'Exploration des mers publie
mensuellement les cartes de température et de salinité tant en surface
qu'au fond (fig. 2 et 3). Les variations temporelles de la température
et de la salinité ont fait 1l'objet de nombreuses recherches [Tomezak
et Goedecke (1962), Schott (1966), Tomczak (1967) et Lee (1968), pour

ne citer que des ouvrages récentsl. Il existe des variations saison-—

niéres de 1l'ordre de U4 °C et de 0,2 % mais les fluctuations annuelles

de température et de salinité sont beaucoup plus faibles. On assiste,
dans la partie sud de la mer du Nord, a4 une lég@re récession de 1l'in-
fluence de 1l'eau nord-Atlantique provenant de la Manéhe depuis 1955

[Hill (197L)]. Dickson (1971) a associé ces variations & long terme &

un champ anormal de pression atmosphérique moyenne.
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‘3.~ Formulation mathématique de la circulation résiduelle en mer du Nord

Avant d'8crire les équations régissant la circulation résiduelle,
il convient de rappeler la définition du courant résiduel. Le courant
résiduel (cf. chapitre II) est le courant intégré sur un intervalle
de temps choisi suffisamment long pour couvrir plusieurs périodes de
marée et pour &liminer ainsi la plupart des contributions alatoires.

Dans ce travail, nous nous proposons d'étudier la circulation
résiduelle, caractérisée par une échelle de temps de l'ordre d'une
année. Comme les inhomogénéités horizontales et verticales de la tem-
pérature et de la salinité sont faibles sur cet intervalle de temps,

nous ferons 1l'hypotheése de travail suivante :
(6.1) p = constante .

Puisque la densité de l'eau est constante et que la profondeur
du bassin de la mer du Nord est inférieure & 200 mdtres (sauf dans
le canal norvégien), nous supposerons les mouvements verticaux in-
existants. Dans ces conditions, le mod&le de circulation résiduelle
établi au chapitre II peut s'appliquer a4 la mer du Nord.

A Au chapitre V, nous avons montré que les &€lévations résiduelles
de marée sont de l'ordre de 10~1 m dans les régions trés peu pro-
fondes. On pourrait €galement montrer que les €lévations de la surface
libre, résultant d'une contrainte de vent moyenne sur une période d'un
an, sont aussi de l'ordre de 1O~1 m . Pour ces raisons, nous pouvons
négliger ¢, devant h dans les équations régissant la circulation
résiduelle.

En négligeant f, devant h dans les &quations (2.82) et

(2.83), nous obtenons

(6.2) V.U,

0

(palo -1
(6'3) f €z h l‘]O = -h V[-—‘p—‘— + gCOJ - Kh UO + C‘IO(M “w")g + Tto
ol T, représente la contrainte de marée définie au chapitre IT.
Lorsqu'on calcule le spectre énergdtique du courant ou de 1'€lé-

vation (fig. 2, chapitre II), on remarque immédiatement le rdle
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prépondérant joué par la marée semi-diurne. Nous estimerons la contrainte
de marée T, en nous basant sur la marée semi-diurne moyenne.
o
L'équation (6.2) permet d'introduire une fonction de coursnt /N

définie par

=-1 2
(6.4) Yo, =~ % 74
(6.5) U, =t

¢ a cos ¢ 9IA

En divisant (6.3) par h et en prenant le rotationnel pour &li-~

miner 1'8lévation de la surface libre, nous obtenons en coordonnées

sphériques :
CE e W e R e R 1Ly
(6.6) *3{%%%“%&%*:&‘5%
= h(V A T,), + [TEA gfz%g—g'gg (h cos ¢) - oy ;f;%g~$<§%
ol Ty = Cqp (WU, + Ty

Pour résoudre 1'équation aux dérivées partielles (6.6), il faut
connaitre la distribution spatiale de la force extérieurec T, et les

conditions aux limites,

L'équation (6.6) étant elliptique, il suffit de connaltre ¢ ou

%% le long des frontiéres du bassin. Le long des cOtes, nous avons un
flux normal & la cOte nul. Cette condition s 'exprime mathématiquement
par :

(6.7). Y = constante .

La mer du Nord étant en communication avec 1'Atlantique nord, la Manche

et le Skagerrak, nous devons connaitre 1a distribution spatiale de

ou de @

an  1e long des lignes de séparation mer-mer et mer-océsn. Dans
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la littérature anglo-saxone, on désigne de telles frontidres par open
sea bowndaries. Nous traduisons cette expression par frontiéres & la

mer ouverte.

3.1,1.~ Estimation des flux aux frontifres a la mer ouverte

La ddtermination des courants résiduels par la méthode couranto-
métrique n'est possible gue dans les régions caractérisées par un
courant résiduel intense. De plus, elle nécessite l'emploi prolongé
d'un metériel trés couUteux. Dans les zones ol la vitesse du courant
est faible (de 1l'ordre du centimdtre par seconde), les résultats des
mesures courentométriques sont entachés d'erreurs considérables, Cer-
tains auteurs, dont Bdhnecke (1922), ont préféré utiliser les courbes
d'égale salinité pour estimer les flux aux frontiéres & la mer ouverte.

Sans chiffrer les apports d'eau du nord-Atlantique, Bdhnecke
en a cependant recherché les zones d'influence et leurs variabilités
saisonnidres (fig. 4). Fn se basant sur les recherches de BOhnecke
(1922) et de Tait (1930), (1931), (1937), Kalle (1949) et Laevastu (1963)
ont calculé le flux d'eau entrant dans la mer du nord par sa frontiére

nord (fig. 5). Ils ont obtenu la valeur annuelle suivante :

QNord-Atlantique = 23 000 xm3/an .

I1 existe évidemment des fluctuations saisonnidres mais il est trés
difficile de les chiffrer.

Les mesures de courant au travers du Pas de Calais sont peu
nombreuses en raison de la difficulté de mouiller des appareils de
mesure dans les deux chenaux situés de part et d'autre du banc de
seble central signalé par le bateau phare Varne. Les mesures de Van
Veen (1938) et Carruthers (1935) ont donné des valeurs inférieures &

celle de Cartwright (1961), soit

Q = 7400 km3/an .

Pas de Calais
Cette valeur est maintenant acceptée par plusieurs auteurs [e.g. Otto

(1970)1. Il v a cependant des critiques 3 émettre car Cartwright s'est
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6rille numérique utilisée pour le calcul de la circulation

résiduelle,
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basé sur une distribution umiforme du courant résiduel & travers le

Pas de Calais. Bowden (1956), Prandle et Harrison (1975) ont &tabli

une relation entre le flux d'esu passant par le Pas de Calais et la
différence de potentiel existant entre les bornes d'un cé@ble t&léphonique
passant & travers le Pas de Calais. Les transports d'eau induits par
la marée et les tempdtes sont calculés correctement avec cette méthode.
La détermination du transport résiduel est encore & 1'état expérimental
en raison des bruits de fond et de la faiblesse des signaux €lectriques
transmis. Pour ces raisons, nous supposerons le débit de Cartwright
comme &teant la meilleure estimation du flux résiduel d'eau passant &
travers le Pas de Calais.

Svansson (1968) et Tomczak (1968), d partir des observations
courantométriques de l'expédition "I.C.E.S. Skagerrak", ont montré que
la balance des eaux est trés compliquée dans la région du Skagerrak.
Sur un court intervalle de temps, 1926 & 1930, Wyrtki (1941) a montré
que la quantité d'eau pénétrant dans la mer du Nord étalt de
545 km3/an ., En ge basant sur une série temporelle plus longue,

Brogmus (1952) donne un débit moyen moins élevé, soit L79 kmS/an .
Comme les résultats de l'expérience "I.C.E.S. Skagerrak' confirment
les estimations de Brogmus, nous supposerons que 479 km3 d'eau de la
mer Baltique péndtrent chaque année dans la mer du Nord par le
Skagerrak.

Les fleuves fournissent &galement un apport d'eau. Selon MacCave

(1974), les d8bits annuels sont les suivants

2
- fleuves anglais : L9 xm”/en ,
- fleuves du contbinent : 130 kms/an s
- fleuves du sud-ouest de la Norvége : 66 km3/an s

soit wn total de 245 kno/an .

La différence entre la quantité d'eau apportée par la pluie et
celle qui s'évapore est environ 190 km3/an [MacCave (1974)]. L'impos-—
gibilité de connaitre la distribution spatiale de cette différence et
le peu d'importance de cet apport dans le bilan total des eaux nous
obligent & faire l'hypothése simplificatrice d'un apport nul d'eau par

voie atmosphérique.
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En utilisant les estimations décrites ci-dessus, 11 entre chaque
année 31,124 km3 d'eau dans la mer du Nord. Comme les variations
annuelles de température et de salinité sont peu importantes, nous
pouvons supposer que le régime des courants résiduels est stationnaire.
Dans ces conditions, 31,124 km3 d'eau quittent chaque snnée la mer
du Nord.

3.1.2.- Distribution de la fonction de courant Y a travers les

frontiéres & la mer ouverte

La faible largeur du Pas de Calais Permet de supposer que le
courant a partout la méme direction et le méme sens. Fn raison du
manque d'informations précises concernant la distribution spatiale de
1'amplitude du courant, nous ferons 1l'hypothése simplificatrice d'une
distribution uniforme du débit d'eau 3 travers le Pas c¢e Calais. La
fonction de courant ¢ , Géfinie par les relations (6.4) et (6.5),
variera donc lindairement le long de la frontidre sud de la mer du
Nord.

Lors de 1'expédition "I.C.E.S. Skagerrak", les mesures couranto-
métriques ont montré que le courant est quasi-paralldle 4 l'axe du
Skagerrak et qu'il est dirigé vers l'est le long de la cdte du Jutland
et vers l'ouest le long de la cdte norvégienne. Comme il est difficile
de connaitre la distribution spatiale de ¥ le long de la frontidre
est du modsle mathématique (fig. 5), nous imposons une condition sur
la dérivée, soit :

| X
(6.8) 3;% =0

N d8signe la normale extdrieure 3 la frontidre. Dans notre modéle
(fig. 5), la frontidre est coincide avec un méridien. Dans ces condi-

tions, la relation (6.8) devient :

1 Y _ -
(6.9) a cos ¢ oA Ub¢ =0

sur la frontiere est du moddle.
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La condition (6.9) signifie que la composante du transport per-
pendiculaire a 1l'axe du Skagerrak est nulle: cette hypothése de travail
est vérifiée par les observations et, en particulier, par celles de
1l'expédition "I.C.E.3. Skagerrak”.

Les mesures de température et de salinité&, publiées mensuellement
par 1'I.C.E.S. (e.g. fig. 2 et 3), montrent que l'eau quittant la mer
du nord se situe dans la partie est de la frontidre nord (fig. 5). A
partir de ces informations, nous diviserons cette frontiére en deux
parties, le 38me méridien est étant la limite entre ces deux zones. La
grande largeur de l'ouverture nord de la mer du Nord ne nous permet pas
de faire 1'hypothdse d'un courant paralléle & la cBte norvégienne; nous
supposerons pour cette raison we distribution uniforme du débit dans
chacune des deux zones : un flux uniforme entrant dans la partie ouest
de cette frontidre et un flux uniforme sortant dans la partie est. La
fonction de courant U , définie par (6.4) et (6.5), variera donc linéaire-
ment dans chaque portion de la frontidre. La propagation des fluctuations
spatisles des courants résiduels,caractérisées par des petites échelles
est fortement réduite en raison du caractére elliptique de 1'&quation
(6.6). D8s lors, les erreurs introduites par deux distributions uni-
formes du flux le long de la frontidre nord s'amortiront trés rapide-

ment lorsqu'on s'dloigne de cette fronticre.

3.2.- Contrainte du vent en_surface

e S et . . e A S e ot Tt et P S

Pour 1'étude de la circulation résiduelle, il faut connaltre la
distribution spatiale de la contrainte moyenne du vent. En raison méne
de la forme quedretique de cette contrainte, on réalise immédiatement
que la contrainte moyenne du vent est beaucoup plus grande que la con-
trainte de cisaillement d'un vent moyen. Au tableau 1, nous montrons,ad
titre d'exemple, la différence fondamentale existant entre

la moyenne vectorielle du vent et la moyenne de 1'ampli-
tude du vent dans le sud de la mer du Nord. En effectuant la moyenne

sur les différentes stations météorologiques (fig. 6), nous obtenons
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Tableau. 1

Vent moyen et amplitude moyenne du vent (m/s) dans le sud de la mer du Nord
entre le 1er janvier 1973 et le 31 décembre 1973

Pression
Station | W moyen | g moyen | [[W]] moyen d'ob:::\kj;:ions atmosphérique d'obgzr:s:ions
moyenne
3399 - 0,73 - 1,4 7,77 1852 1015,2 1820
3497 - 0,73 - 0,50 6,12 2142 1015,6 2142
3498 - 0,11 - 1,45 7,41 451 1024,3 2
3499 0,02 - 1,60 7,94 1470 1012,0 2
3599 - 0,25 - 1,13 7,85 1445 1012,4 5
3696 - 0,41 - 0,61 5,60 2012 1015,9 2012
3699 - 0,64 -1,92 8,48 1773 1015,8 1729
3797 - 0,61 - 0,74 5,54 2013 1016,5 2018
3799 - 0,65 -1,62 7,72 721 1015,1 2
3385 - 0,74 - 1,66 9,16 908 1016,0 - 893
3888 - 0,75 - 1,1 6,84 2024 1016,3 2224
3898 - 0,50 - 1,54 8,01 189 1016,1 1823
EHUB - 0,43 - 1,42 4,97 1760 1014,1 1369
6220 - 0,46 - 1,70 7,11 2103 1015,5 2103
€235 - 0,43 - 0,92 5,96 2098 1015,1 2098
6245 - 0,35 - 2,57 8,58 855 1014,2 855
6300 - 0,39 - 1,70 7,26 2035 1015,9 2035
6310 -0,73 | -1,46 5,99 2040 1016,0 2040
EHRD - 0,87 - 1,38 5,67 1013 - 0
EBFN - 0,04 - 0,80 4,63 1630 1015,8 1417
6404 - 0,27 ~ 2,25 9,30 1298 1015,0 1298
6407 - 0,18 - 0,98 5,75 2026 1015,9 2026
6408 0,05 - 1,1 5,60 2089 1016,6 2089
7002 - 0,69 - 1,06 5,9 1663 1015,9 1663
7009 4,36 1,59 4,63 1 1000,0 1
7010 - 0,15 1,46 7,05 439 1015,7 439

~lzw, 2 yw 2
Wy = \/( Nh) + (‘*“—N £) ~1,4lh m/s
et Ml =5 = wl,.. ~ 6,86 u/s

ol N est le nombre de stations météorologiques.
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Pour le calcul de la contrainte moyenne du vent, soit

(6.10) T, = Cyo (W WD,

nous nous sommes basés sur les données de vent transmises par les
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stations cOtiéres, par les bateaux-phares et les bateaux d'observations
météorologiques. La densité des mesures &tant plus &levde dans la partie
sud de la mer du Nord, le calcul de T, sera plus précis dans cette

o]

région que dans la partie nord,

3.3,~ La_contrainte de "marge”

L'analyse des spectres de puissance (e.g. fig. 2, chapitre II)
montre que la marfe semi-diurne est le mouvement le plus énergétique
dans la mer du Nord. Comme ce phénoméne périodique est présent toute
1'année, nous pouvons, en premidre approximation, négliger la contribu-
tion des temp&tes dans le calcul de 1la moyenne de la contrainte de
"marée” (si on calculait la moyenne temporelle de T, sur un intervalle
de temps beaucoup plus court, la contribution des tempétes serait non-
négligeable durant les mois d'hiver).

Comme la contrainte de marée résulte de processus non-linéaires
d'advection, de pression et de friction, la contrainte T, sera plus
Elevée aux vives eaux qu'aux mortes eaux. Supposons que le courant
périodique de marée puisse s'écrire, en premidre approximation, de la
maniére sulvante

(6.11) u ;'U1 [cos wt + v cos (1 - 5) wt]

ol w est la pulsation du courant semi-diurne lunaire et (1 - s) ©
celle du courant semi-diurne solaire; u, et U,V sont respectivement
les amplitudes du courant lunaire et solaire avee v = 0,34 [Jeffreys
(1970)1. Pour un courant périodique donné par la relation (6.11), on
démontre aisément que
(6.12) <T, >~ 1,3 <T, >
Mo+ Sy Mg

ol < > désigne une moyenne temporelle sur un intervalle de temps €gal
a un mois lunaire.

Comme nous avons calculé explicitement la marée semi-diurne

lunaire au chapitre V, nous connaissons directement la contrainte
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<t, > . En vertu de la relation (6.12) et des hypothéses simplifica-

ty
2
trices décrites dans ce paragraphe, nous avons
6.13 T, = 1,3 <T, >
( ) b 5 i,
T représente la moyenne annuelle de la contrainte de "marée".

to

4.- Applications du modele mathématique pour 1l'étude de la circulation

résiduelle dans la mer du Nord

L'équation (6.6) régissant la circulation résiduelle est résolue
en tenant compte des conditions aux limites et des contraintes de vent
et de "marée" déduites des observations. La résolution de cette &quation
est basée sur l'algorithme numérique de résolution décrit au chapitre
ITT.

e S o ot s s e £t ot e e 2 e S . o v . b Al A . i . R et o e . P e

Nous remarquons immédiatement que les grandes tendances de la
circulation résiduelle sont correctement reproduites. La figure 7

montre en effet la distribution spatiale des eaux primaires

- eaux primaires de 1l'Atlantique nord

L'aire comprise entre les lignes de courant ¢ = 0 et
Y= - 2,5 X 10h m3/s , qui s'étend de la frontidre nord jusqu'au 5héme
paralldle, correspond approximativement & la langue d'eau Atlantique

[région (1) de Laevastul.

-~ eaux primaires du Skagerrak

La région (3) de Laevastu apparalt clairement sur la figure T;
elle correspond 3 l'aire comprise entre la ligne de courant
Y = - 105 m3/s et la cBte norvégienns, La concentration des lignes de
courant (de ¢ = - 15 & 27 x 10h m3/s) s'explique par la grande pro-—

fondeur du canal norvégien.
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fige 7e
Circulation résiduelle calculée avec le modéle mathématique. Les lignes de courant

sont eyprimées en 103 m3/s .
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- eaux primaires de la Manche

La ligne ¢ = O peut tre considérée comme une frontidre fluide
entre les eauX»vehant du nord de l'Atlantique nord et celles qui pro-
viennent du Pas de Calais. La zone comprise entre ¢ = 105 mS/s et
Y= 2 x 1O5 m3/s ,qui s'étend depuis 1'ouverture sud de la mer du Nord

jusqu'au 54dme paralléle, correspond 4 la zone (2) de Laevastu.

La région intérieure de la mer du Nord contient un mélange de ces
trois eaux primaires dans un rapport qui dépend de la proximité et de
1'intensité des différentes sources d'eaux primaires.

Le long des cOtes des Iles Britanniques et du continent, nous
observons des eaux cOtidres qui correspondent aux zones (4), (5) et (6)
de Laevastu. Notre moddle, tout comme les observations de Bohnecke et
Laevastu, donne un courant dirigé vers le nord le long de la cbte
écossaise au voisinage du 578me paralléle. Le long des cOtes anglaises,
le sens des courants résiduels est assez variable tandis que le long
des cbtes continentales, le courant résiduel a partout une direction
nord ou est (sauf en un "point' situé devant la cte belge).

Le moddle mathématique fait apparaitre plusieurs circulations
locales. Les gyres observés au voisinage du Dogger Bank, dans le German
Bight et dans la partie centrale du bassin (aux environs de 57 °N, k °r)

sont reproduits avec notre modéle.

4.2.- Comparaison des courants résiduels_calculés_avec le modSle aux

e o L o o e o e T T R L e i e i o e s e v S o e . e o S ) 0 e S 2h o, L P, S 7 R o S0 et e i o

I1 nous semble important de faire remarquer que les mesures
courantométriques, effectuées par les instituts ocfanographiques et
hydrographiques anglais, allemands, néerlandais et belges, sont basées
sur des périodes d'observations relativement courtes (1 & 2 mois).
Notre modéle donne,par contre,les courants résiduels ou moyens sur un
intervalle de temps correspondant & une année. En raison de la discré-
tisation de 1l'espace (méthode aux différences finies), le courant calculé
représente la moyenne spstiale du courant réel sur une surface égale 2

l'aire d'un maille numérique &lémentaire.
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Courants résiduels proches de la surface observés par le D.H.I. en mai 1962 (canal
nord) et en septembre 1962 (Skagerrak), [Figure tirée de Hill (1974).]
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fige 8b.
Courants résiduels proches de la surface observés par le DoHeIo en aoflit 1961.
[Figure tirée de Hill (1974).]
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figs 9.
Courants résiduels & mi-profondeur observés par le D,H,I, en mai 1962 (canal nord)
et en septembre 1962 (Skagerrak). [Figure tirée de Hill (1974).]
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fige 10.
Les courants résiduels aux stations I.CeElSe 1971, Les positions des stations A,B,C
Hill (1974).]

sont indiquées & la figure 4. [Figure tirée de




- 232 -

Selon Carruthers (1926), (1928), (1935) et Carruthers, Lawford
et Veley (1950), le courant résiduel est animé 4'une vitesse variant
de 10“2 m/s 3 2 x 10~1 m/s dens les régions voisines d'un bateau-
phare. Au Fas de Calais, on observe cependant des vitesses atteignant
3 x 107"

Les expéditions menées par le Dewtsches Hydrographisches Institut,

m/s .

par l'Amirauté britanmnique et le Laboratoire des Pécheries de Lowestoft
(Grande Bretagne) (fig, & 3 10) confirment les résultats de notre modsle
et les grandes tendances de la circulation observée par Bohnecke., A
partir de mesures courantométriques, Lee (1970) et Hill (197L4) sont
arrivés aux conclusions suivantes : la position et la grandeur des
tourbillons dépendent de ls force des vents dominants et des flux d'eau
aux frontiéres de la mer du Nord. D'une saison i une autre, certains
gyres peuvent apparaltre, disparaitre ou se déplacer suivant les condi-
tions météorologiques, mais d‘'une annfe 3 une autre, on observe peu de
changements.

La direction des courants aux stations A s B, C lors de 1'expé-
rience I.CLE.S, (1971) (fig. 4 et 10) est voisine de celle donnée par
le modéle mathématique. L'amplitude du courant en A sy Bet C est de
llordre de (3 & L) x 10°° m/s . Le mouillage courantométrique (Station
D sur la figure L) effectué par le Marine Laboratory 4'Aberdeen donne
un courant dirig€ vers le nord [Hill (1974)]. Ia direction et le sens
de ce courant sont en contradiction avec les prédictions de BBhnecke:
notre modéle donne un courant dirigé vers le H-N-E en accord avec les
observations du Marimne Laboratory d'Aberdeen. En général, le courant
observé par cette technique est rlus intense que celui déduit du

modéle mathématique.

e _.._—__.._.-.....-..__-.....__.-.-..._.—._'-_.__...,_._......_.—.b_.__.—.__...__.._....._.__—_,..-___.-.._.._._

s e s . e e . o o i e

A partir de la distribution spatio-temporelle du césium 137,

Kautsky (1973) a d8termind, de maniecre détaillée, le déplacement des
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fige 116
Distribution du césium 137 en juin 1972, [Figure tirée de Kautsky (1973} ]
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fig. 12,
Distribution du césium 137 dans la mer du Nord durant la période février 1971 = mai 1973.
[Figure tirée de Kautsky (1973).]
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masses d'eau et la vitesse du courant résiduel dans la mer du Nord
(fig. 11 et 12). Ce traceur radioactif provient des usines de traite-
ment de combustibles nucléaires, proches de Cherbourg et de Windscale.
Les travaux de Kautsky sont en trds bon accord avec les observations
de Bdhnecke et Laevastu et ils confirment les résultats de nos calculs
(fig. 7). Les vitesses des courants résiduels, déduites du transport
du Cs 137, sont généralement plus faibles que celles observées par
les méthodes courantométriques.

Comme des erreurs de plusieurs centimétres par seconde peuvent
exister dans les enregistrements d'un courant prés de la surface,
nous préférerons comparer la circulation résiduelle calculée avec notre
moddle & celle déduite des distributions de traceurs passifs (salinité,

turbiditéd, traceur radioactif, etc.).

k.4, - Conclusions

Nous pouvons donc conclure que notre modéle permet de calculer,
de manidre trds satisfaisante, la circulation résiduelle dans une mer
continentale comme la mer du Nord. En raison méme de la technique de
résolution (méthode numérique aux différences finies), il est impos-
sible de connaltre la structure fine de la circulation résiduelle en

mer du Nord avec un moddle caractérisé par des pas spatiaux
AX = Ad = 207 .

Pour une &tude détaillée de la circulation résiduelle, il faut réduire

les dimensions de la maille du réseau numérique.

5.~ Etude de la circulation résiduelle dans le sud de la mer du Nord

Le modéle donnant la circulation résiduelle dans 1'ensemble

de la mer du Nord a révélé le long de la cOte belge un gyre qui
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n'éteit mis en évidence ni par BShnecke et Laevastu ni par Keutsky.
Afin de vérifier la présence ou l'absence de cette circuletion locale,
nous avons défini un nouveau réseau maillé ceractérisé par des pas
spatiaux plus petits (fig. 13).

Avent de calculer la circulation résiduelle, il est indispensable
de connaftre la distribution spatiale de la contrainte de marfe. Comme
la topographie du fond est trés irréguliére dans le sud de la mer du
Nord, il faut recalculer les courants et les élévations de mare en
tous les noeuds du réseau maillé. Le modéle de marée, décrit au chapitre
V, fournit les conditions aux limites du modéle caractérisé par de

petites mailles. Les observations [e.g. Van Cauwenberghe (1971)]

fige 14,
Les lignes cotidales et d'égale amplitude calculées avec le modéle mathématique. Les lignes coti-
dales sont exprimées en degrés et les lignes d'égale amplitude en centimttres,
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montrent que 1l'influence de 1'Escaut se fait sentir au voisinage des
cOtes belges et de la région du Delta. Dans le modSle mathématique,

nous tenons compte de l'estuaire de 1'Escaut en prenant une variation
périodique de la surface libre au noeud voisin de Vlissingen. L'ampli-
tude et la phase de cette €lévation sont tirées des Tables des constantes
harmoniques de Monaco. Le calcul de la marée a permis de ddterminer

les contraintes de marée et la moyenne de la norme de la vitesse du
courant qui seront introduites dans le mod3le de la circulation rési-
duelle., Les figures 14 et 15 montrent les lignes cotidales et les

lignes d'égale amplitude pour la marée semi-diurne lunsire. Nous re-

marquons un trés bon accord entre la théorie et 1'observation.

53°

52°

d51°

fig. 15.
Les lignes cotidales et d'égale amplitude déduites des observations. Les lignes cotidales sont ex-

primées en degrés et les lignes d'égale amplitude en centimétres. (D'aprés la carte n® 301 de 1'A~
mirauté Britannique,)



- 239 -

Pour résoudre 1l'équation (6.%5) régissant la circulation rési-
duelle, il faut connaltre les conditions aux limites du modeéle. Le long
des cdtes, la fonction de courant doit rester constante et,le long des
frontidres 4 la mer ouverte (open sea boundaries), nous devons imposer
une condition sur Y ou sur g% . Au Pas de Calais, nous supposons un
dbit de 235 x 10° m3/s (T,h x 107

3 travers 1'ouverture : la fonction ¢ varie lindairement depuis la .

km3/an) distribué uniformément

cdte anglaise (Y = 0) jusqu'd la cdte frangaise (Y = 235 x 103 m3/s) .

fig. 16,
Circulation résiduelle calculée avec les contraintes de marée et de vent, Le coefficient de fric-

tign s:%ur le fond est donné par K = f(zo,h,”u”o) . Les lignes de courant sont exprimées en
10° nYs .
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Le long des cotes francaises et belges, la fonction de courant est constante
(b = 235><103 m3/s) . Pour tenir compte de 1l'apport d'eau de 1'Escaut
{3 km3/an (Postma (1957)1}, nous augmentons § de 100 m3/s le long des
cOtes néerlandaises. La fonction } subira encore une augmentation de
103 m3/s pour tenir compte de 1llapport d'eau provenant du Rhin et de 1la
Meuse. Le modeéle de circulation résiduelle couvrant toute la mer du Nord et
les observations de salinité [Wyatt (1973)] nous ont permis de connaitre la
distribution spatiale de la fonction de courant Y le long de la frontisre
nord du modéle.

La figure 16 donne la circulation résiduelle dans le sud de la mer du
Nord calculé&e avec notre médéle mathématique. La partie centrale du flux ve-
nant de la Manche s'écoule de manidre régulidre dans la plus grande partie de
la mer du Nord. Au voisinage des cOtes belges et de 1'Fast Anglia. on obtient
deux circulations secondaires; le modile couvrant 1'ensemble de la mer du Nord
n'en révélait qu'une. On comprend aisément que des mod€les caractérisés par
des pas spatiaux importants ne puissent révéler des circulations secondaires
dont les dimensions sont inférieures 3 celles d'une maille &lémentaire.

Ramster (1965)(fig. 17) a &tudié a 1'aide de Woodhead seabed drifters
(i1 s'agit de gros champignons en matiére plastique qui dérivent avec les
courants) la circulation résiduelle dans le sud de la mer du Nord et le long
des cdtes du Lincolnshire. La fig. 17 montre que le courant résiduel est géné-
ralement dirigé vers le nord—-est dans la partie sud de la mer du Nord. La
région située au voisinage du 538me paralléle, préds de la cBte de 1'East
Anglia, est le lieu de rencontre des eaux provenant de 1'Atlantique et de la
Manche : on y observe trés souvent un courant résiduel dirigé vers le sud.
L'extension de cette lame d'eau d'origine Atlantique est cependant limitée 3
quelques dizaines de kilométres., Il convient toutefois de falre deux remarques
importantes & propos de 1'emploi des Woodhead seabed drifters, Ces instruments
ne donnent

~ aucune information entre les lieux de largage et de récupération;
- que des estimations grossidres de vitesse car il est difficile de dé-

terminer le temps réel de séjour de ces instruments dans 1l'esau.

Notre modéle (fig. 16) reproduit toutes les tendances de circulation
observées par Ramster, Nous pouvons donc conclure i un accord satisfaisant

entre la théorie et 1'expérience.
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fige 17,

Les courants résiduels prés du fond [d'aprés Ramster {(1965)]

Au voisinage des cdtes belges, les nombreux bancs de sable ren-
dent difficile 1l'interprétation des mesures courantométriques. Les
moyennes bimensuelles [Moens (1974)1 donnent un courant généralement
dirigé vers le nord-cst dans la partie ouest et vers le sud-ouest dans
la partie est de la cOte belge. Les mesures courantométriques confirment
done la présence de la circulation secondaire révélée par le modéle
methématique. Les observations directes des courants sont trés utiles

mais il ne faut pas oublier que les courants résiduels mesurés sont
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affectés d'erreurs importantes (imprécision des instruments, influence
des ondes de surface et mouvement de 1o ligne de mouillage). Pour ces
raisons, nous préférons vérifier la validité de notre mod€le en nous
basant sur des mesures de turbidité et de certains paramétres chimiques

et biologiques.

Durant les années 1972 et 1973, quelgue 1200 &chantillons de
sédiment ont &té prélevés dans la partie sud de la mer du Nord.
Gullentops (197L) expliqua la distribution de la vase de la manidre
suivante :

"The. Southern Bight is strikingly free of muddy sediments, indicating
that currents and here also wave turbulence qre high enough to allow
only temporary decantation but no final deposition. Only in front of
the Meuse-Rhine mouth, increased flwial input of suspension material
influences the bottom sediments. The big exception Zs the low energy
triangle in front of the eastern Belgian coast in which muddy sedimen-
tation is developing to a considerable extent due to local affluents
as the Yser, but mostly to the suspenstion material dragged out of the
Scheldt estuary and trapped in this areq.

ERT'S-A remote sensing documents proved this fact strikingly,
showing a suspension plume in front of the Rhine estuary and a huge
turbid area in front of the easterm Belgian coast comnected with an
extremely turbid Scheldt estuary."

Les observations de Wollast (1972) et de Elskens (197L) ont
également montré qu'il existait au large de la cte belge une zone pri-
vilégiée pour l'accumulation de la vase. La figure 18 donnant la distri-
bution de la turbidité dans 1la partie sud de la mer du Nord confirme
encore les résultats d'Elskens.

Notre modéle permet d'expliquer de tels phénoménes. Les eaux de
1'Escaut, chargées de matidres "polluentes", sont en grande partie
entrainées le long des cStes belges par le courant résiduel; ensuite

elles sont reprises par le courant principel. Une partie de cette eau
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fige 18,

Distribution de la turbidité au large des cbtes belges et néerlandaises [ figure tirée de

Wollast (1972)1.
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est "piégée" dans la circulation secondaire révélée par le modéle mathé-
matique. Comme le temps de résidence des masses d'eau est &levd dans -
le voisinage du tourbillon, les particules solides présentes dans la
colonne d'eau auront une tendance trds marquée pour la sédimentation.

5.2.~ La_dynamique des &cosystémes dans la partie sud de la mer du Nord

Les nombreuses expéditions,menées de 1972 3 1975 par le Ministére
de la Programmation de la Politique scientifique dans le cadre du Pro-
gramme national sur 1'Environnement marin, ont permis d'étudier les
variations spatio-temporelles des paramétres chimiques et biologiques.
Sur base de ces informations, la région étudide fut divisée en trois
sous-régions caractérisées par des activitds biologiques différentes
(fig. 19).

On peut aisément voir que ces trois zones correspondent & des

régimes de circulation résiduelle différents.

a) Zone 1

La zone 1 est située au large de la cbte belge et coincide
approximativement avec la région du gyre (fig. 16). L'écosystéme de
cette région est malsain car 1'intensé activité phytoplanctonique n'a
pas sa finalité classique, c'est-d-dire fournir de 1la nourriture au
premier niveau de la chaine alimentaire. La plupart du phytoplancton
est laiss@ pour compte et 1le recyclage des nutrients se fait au niveau

du phytoplancton mort par 1'intermédiaire des bactéries.,

b) Zone 2

La zone 2 correspond approximativement 3 la région comprise entre
les lignes de courant (¥ = 1,25 x 105 m3/s et P =2 x 105 m3/s) .
Les caractéristiques des eaux se rapprochent de celles de 1l'océan. Selon
Podamo (197L4), le comportement &cologique de cette région est quasi-

idéal.
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fig. 19.
Les différentes régions &cologiques dans le sud de la mer du Nord

c) Zone 3

Elle correspond approximativement & la région soumise 3 1'influence
des eaux du Rhin et de la Meuse. Sur la figure 16, elle se situe au large
des cbtes nberlandaises entre la cOte et la ligne de courant
Y= 2 X 107 m3/s . Podamo (1974) a montré que la plus grande partie de
1a production primaire se fait au détriment des nutrients exogénes. Le
recyclage des nutrients par les bactéries est peu important. Vraisem-
blablement, la plus grande partie de la biomasse produite est soit ex-
portée vers d'autres régions, soit sédimentée sur place. Ce comportement
écologique mal &quilibré est la conséquence de 1'cutrophication existant
dans cette région de la mer du Nord.

La dynamique des écosystémes observés refléte donc la distribution

des courants résiduels déduits du modéle mathématique.
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Les modéles de circulation résiduelle,qui font intervenir les 4
interactions avec les circulations transitoires, reproduisent toutes les
caractéristiques de la circulation résiduelle observée en mer du Nord.

Un moddle d mailles fines a permis de découvrir de nouvelles circulations
secondaires. Les expériences courantométriques et les mesures de turbi-
dité et de certains paramdtres chimiques et biologiques ont confirmé

les prédictions du moddle mathématique.

B.- Etude critigue des principaux termes de 1'équation régissant 1la

circulation résiduelle

Aux paragraphes L4 et 5 de ce chapitre, nous avons montré que le
modéle mathématique régi par 1'@quation (6.6) permettait de reproduire
l'ensemble des caractéristiques de la circulation résiduelle et d'ex~
pliquer la distribution de vase et 1la dynamique des écosystémes dans la
partie sud de la mer du Nord. Il nous semble intéressant de démontrer

1'importance et le rdle joués par les principaux termes de 1'équation

(6.6).

6.1.~ Influence de la topographie du fond sur la

T T T e e e e e e e e e e e L S e L D L S S Sy e . o o e S 2 S B o st S e

Pour démontrer 1'importance de la topographie du fond dans la
dynamique des courants résiduels, nous comparerons les résultats obtenus
par deux modeles différents : le premier est caractérisé par une profon-
deur constante (h = 80 m) (fig. 20) et le second par la topographie
réelle du fond (fig. 21). Pour bien comprendre le rdle Jjoué par
h = h(A,4) , nous avons annulé la contrainte de marde Ty

Lorsque la profondeur du bassin est constante, nous avons

1

N I 1o
EXx a cos ¢ 94

h cos ¢) - ' & cos d 9

0,

h (VaAaTtg), ~0
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fig. 21,

Circulation résiduelle calculée en 1'absence d‘lnteractlons entre les circulations transitoires et

résiduelles. Les lignes de courant sont exprimées en 103 m /s .
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car la distribution spatiale de la contrainte de vent est caractérisée

par une trds grande échelle (2, > 106 m) .

c
La circulation résiduelle est donc uniquement conditionnée par
les flux aux frontigres dans le cas h = constante . 4
En mer du Nord, la circulation résiduelle avec une profondeur
constante (fig. 20) est fortement différente de celle & profondeur
variable. Les différences fondamentales sont les suivantes

- 1'influence de 1'Atlantique nord est limitée & la partie nord du
bassin dans le cas h = 80 m ,

- dans la partie centrale et sud du bassin, l'intensité des courants
est beaucoup plus faible (< 10”2 m/s) pour le moddle caractérisé par
une profondeur constante.

les différences entre les circulations calculées (fig. 20 et 21)
montrent donc le rdle important joué par la topographie dans la dyna-

migque des courants résiduels.

o o e T T e e e T o o L T e R o o e e ot e o et e i i e e o o i et S e i S e s T s o i i o s

L'équation (6.6) contient le terme Ty, qui dépend de la distri-
bution spatio-temporelle des phénoménes caractérisés par une échelle
de temps inférieure i celle des courants résiduels. Comme les courants
transitoires lesplus importants en mer du Nord sont les courants de
marée, nous avons pu calculer explicitement Ty,

Pour déterminer l'importance de ce terme dans 1'équation de mouve-
ment, il suffit de comparer les résultats de deux modéles différents,
1'un avec la contrainte de marée Tto , l'autre sans.

La figure 21 donne la circulation résiduelle en mer du Nord sans
1a contrainte de marde. Les grandes tendances de la circulation rési-
duelle observée (fig. 1) sont correctement reproduites avec ce modsle.
I1 n'y a done, 3 grande &chelle,aucune différence marquante entre les
résultats donnés par les moddles mathématiques, avec ou sans contrainte
de marde. Les grands tourbillons observés par Bohnecke et Laevastu

(fig. L) ne sont pas reproduits avec le mod&le caractérisé par une
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figo 22,
Circulation résiduelle calculde sans contrainte de marée et sans contrainte de vent, Le coeffi-
cient de friction sur le fond est pris égal 2 K = 1,25 x 10-3 m/s . Les lignes de courant sont

exprimées en 105 m3/s .

contrainte de marée nulle, mais ils le sont avec le modéle contenant
Tto (fig. 7).

La figure 22 représentant la circulation résiduelle sans contrainte
de marée montre que le flux d'eau venant de la Manche s'écoule de maniére
trés réguliére dans toute 1la partie sud de la mer du Nord. Les circula-
tions secondaires observées et présentes dans le modéle avec Ty, (fig.

17) ne sont pas mises en évidence avec le modéle sans contrainte de marée.
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52°

51°

figo 23‘

Circulation résiduelle calculée avec la contrainte de marée mais sans la contrainte de vent. Le
coefficient de friction sur le fond est pris égal & K = 1,25 x 10-3 m/s . Les lignes de courant
sont exprimées en 103 m3/s

Les moddles sans interactions avec les circulations transitoires re-
produisent les grandes tendances de la circulation résiduelle mais sont

incapables de révéler les circulations secondaires ou tourbillons.

6.3.- Importance du_paramétre de friction

La théorie des équations aux dérivées partielles elliptiques

[e.g. Richtmyer et Morton (1967)] démontre que les phénoménes régis par




fig. 24.
Circulation résiduelle calculée avec la contrainte de marée mais sans la contrainte de vent, Le
coefficient de friction sur le fond est donné par K = ‘F(zo,h,”U”) » Les lignes de courant sont
exprimées en 103 mYs .

ces équations sont conditionnés en grande partie par les termes en
dérivée seconde et par les forces extérieures. Le paramdtre de friction,
coefficient du laplacien, joue donc un rdle trés important dans 1la
distribution de la fonction de courant ¢ . Une simple analyse d'ordre

de grandeur montre que le coefficient K ~ D lully veut

K~ 1,25 x 1073 m/s
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figo 250
Circulation résiduelle calculée avec la contrainte de marée mais sans la contrainte de vent, Le
coefficient de friction sur le fond est pris égal & K= 3 x 1073 n/s . Les ligmes de courant
sont exprimées en 103 n¥s .

en supposant un courant de marée de 1 m/s . La figure 23 donne la cir-
culation résiduelle dans la partie sud de la mer du Nord avec la con-

trainte de marée, un coefficient de friction constant K = 1,25 x 1073

m/s ,
mais sans contrainte de vent. La comparaison des figures 23 et 24 montre

le peu d'importance des variations spatiales du coefficient de friction

K . Si on double la valeur de K (fig. 25), les circulations secon-

daires créées par les termes du second membre de 1'équation (6.6)




—251}-

disparaissent : le rdle joué par le deuxidme membre diminue lorsgu'on
augmente K .,

Dans la dynamique de la circulation résiduelle, ce ne sont pas
les variations spatiales du paramdtre de friction K qui sont impor-
tantes mais bién son amplitude. Pour obtenir de bons résultats, il

suffira donc d'avoir une bonne estimation de K .



Conclusions

Le but essentiel, fixé au début de ce travail, était d'établir un
moddle mathématique pour 1'étude de la circulation résiduelle dans une
mer continentale peu profonde,soumise 4 de fortes marées et 3 de vio-
lentes tempétes.

Notre moddle, faisant intervenir les interactions avec les marées
et les tempétes, nous a permis de simuler avec succés les grandes ten-
dances de la circulation résiduelle et a mis en &vidence des gyres ou
Zcoulements secondaires. Pour des raisons évidentes, nous nous sommes
également attachés 3 la circulation résiduelle dans le sud de la mer
du Nord : cette étude a permis d'expliquer la distribution de la vase
et de certains paramdtres chimiques et biologiques.

Des moddles plus simples, comme ceux développés par nous-méme en
1972, ne faisant pas intervenir le couplage entre les circulations ré-
siduelles et transitoires, ne mettent pas en évidence ces écoulements
secondaires qui sont cependant trds importants pour la dynamique de
nombreux phénoménes chimigues, géologiques et biologiques.

Comme 1'étude de la circulation résiduelle nécessite la connais-
sance de 1'interaction entre les circulations résiduelles et transi-
toires, nous avons dil aborder la simulation des mar€es et des tempétes.
Les équations non-linfaires des modéles hydrodynamiques, intégrés sur
la profondeur, ont été résolues en nous basant sur un algorithme origi-
nal, dérivé de celui de Hensen. Les simulations de la marée semi-diurne
lunaire et de la tempéte du 17 au 20 novembre 1973 ont démontré les ca-
pacités offertes par le modéle non stationnaire et par 1l'algorithme
numérique, développés dans ce travail., Malgré le peu d'informations re-

latives aux paramdtres de friction et aux &lévations de la surface le
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long de la frontiére nord de la mer du Nord, nous constatons un accord trds
satisfaisant entre les résultats des simulations et les observations.

La connalssance de la marée semi-diurne lunaire fut également nécessaire
pour calculer la contrainte de marée et les coefficients de friction sur
le fond du modéle mathématique régissant la circulation résiduelle.

I1 ressort de notre &tude que nos modSles sont capables de
simuler aussi bien les circulations résiduelles que les circulations
transitoires de marfe et de tempdte. Les moddles non-stationnaires sont
4 méme de déterminer les profondeurs vraies de chenaux de navigation et
de calculer les élévations de la surface induites par les marées et par
les tempétes. Quant aux moddles stationnaires, ils sont indispensables

-

pour &tudier le transport & long terme du plancton, des nutrients et des

polluants.
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